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EINLEITUNG.

Auf der Versammlung der Deutschen Mathematiker—Vereihigung
zu Halle war beschlossen worden, bei Gelegenheit der fiir den Herbst
1892 in Niirnberg geplanten Zusammenkunft eine A usstellung mathe-
matischer und mathematisch- physikalischer Modelle, Apparate und
Instrumente zu veranstalten.

Schon einmal hat — im Jahre 1876 in London — eine solche
Ausstellung in grosserem Umfange stattgefunden und reiche An-
regung geboten. Gerade in den letzten Jahrzehnten nun ist diesen
Gebieten wissenschaftlicher Bethitigung ein erhohtes Interesse zuges
wendet worden: Den praktischen Bediirfnissen entsprechend haben
sich die Hilfsmittel, Instrumente und Methoden, numerischer wie
graphischer Rechnung ganz wesentlich vervollkommnet und vermehrt.
Der geometrische Unterricht verfiigt heute iiber reiche Sammlungen
von Modellen riumlicher Gebilde, welche die Lagen- und Maass-
verhiltnisse derselben, sei es nach ihren totalen, sei es nach ihren
differentiellen Beziehungen zur Anschauung bringen. Hier wie in
den auf Mechanik und mathematische Physik beziiglichen Modellen
und Apparaten kommen neben den Zwecken des Unterrichtes die
der Forschung zum Ausdruck. Insbesondere fiir die Betrachtung
physikalischer Vorgiinge haben die Hilfsmittel mechanischer Versinn-
lichung in neuster Zeit eine besondere, principielle Bedeutung gewonnen.
Und ebenso ist, seit man begonnen hat, die mannigfaltigen Gestalten
algebraischer Gebilde systematisch zu discutiren, seit die Theorie
der Flichenkrimmung direct anschauungsmissige und sozusagen dem
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Experimente zugingliche Siitze geliefert, das Interesse fiir die gestalt-
lichen Eigenschaften réumlicher Gebilde und fiir deren unmittelbare
Realisirung gewachsen.

So erschien es naturgemiss, die Gelegenheit der diesjéhrigen
Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, die gleich-
zeitig mit’ der Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Aerzte in Niirnberg tagen sollte, zu beniitzen, um ein zZusammen-
hingendes Bild dieser Entwickelung vorzufiihren.

Das Vorhaben, dessen Durchfithrung vom Vorstande der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung dem Herausgeber dieses Katalogs iiber-
tragen worden war, erfreute sich vom Anfange an der entgegen-
kommenden Forderung von Seiten des koniglich bayerischen
Staatsministeriums des Innern fiir Kirchen- und Schul-
angelegenheiten, wie des personlichen Interesses Seiner Excellenz
des Herrn Staatsministers von M iller. Durch die namhafte matericlle
Beihilfe von Seiten des genannten kgl. Staatsministeriums ebenso wie
durch die weiteren Geldmittel, welche das Reichsamt des Innern,
in liberaler Weise gewihrt hat, war das Unternehmen gesichert.

Die Beteiligung an dem Vorhaben entsprach dem gliicklichen
Beginne. Ein grosser Teil der mathematischen, physikalischen, me-
chanisch-technischen und geoditischen Institute unserer wie ausser-
deutscher Hochschulen hatte die in den Instituten selbst hergestellten
Modelle ebenso wie historisch wertvolle Objecte ihrer Sammlungen zur
Verfiigung gestellt. Von Museen, privaten Sammlungen, von einzelnen
Gelehrten im In- und Auslande waren Anmeldungen eingetroffen. Es
haben neben Deutschland Amerika, Frankreich, Italien, die Nieder-
lande, Norwegen, Osterrcich-Ungarn, Russland, die Schweiz sich be-
teiligt und inshesondere bildete sich in Grosshritannien ein Comité,
mit den Professoren Lord Kelvin, Greenhill, Henrici an der
Spitze, um die Ausstellung mit den hervorragendsten Gegenstiinden
aus Staats- wie aus Privatsammlungen zu beschicken. Wohl alle
bedeutenderen mechanischen Werkstitten, welche sich speciell mit
der Herstellung mathematischer Apparate und Instrumente befassen,
sowie die in Betracht kommenden Verlagsfirmen hatten ihre Beteili-
gung zugesagt.

Das Zusammenwirken zahlreicher Fachgenossen hat die Absicht
durchfiihren lassen, einen ausfiihrlichen Katalog der Ausstellung
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mit der genauen Beschreibung und zahlreichen Abbildungen der
einzelnen Objecte vorzubereiten und demselben eine Reihe von Auf-
siitzen zusammenfassenden Inhaltes voranzustellen. Allen die hier
Teil genommen, weiss sich der Herausgeber des Kataloges zu be-
sonderem Danke verpflichtet: er mochte im speciellen noch der
wichtigen Beihilfe godenken, welche die Herren Boltzmann in
Minchen und Mehmke in Darmstadt den auf mathematische Physik
und auf Arithmetik beziiglichen Abteilungen gewidmet haben,

Die Drucklegung des Kataloges musste innerhalb der letzten
finf Wochen vor dem Termin der Ausstellung bewerkstelligt werden:
der Unterzeichnete spricht der Hof- und Universitits-Buchdruckerei
von Dr. Wolf u. Sohn in Miinchen fiir ihr bereitwilliges Entgegen-
kommen, Herrn stud. math. Daunderer fiir seine Unterstiitzung bei
Correctur und Anfertigung der Register Dank and Anerkennung aus.

In Niirnberg selbst fand die geplante Ausstellung bereitwilligste
Unterstiitzung und gastliche Aufnahme bei den Geschéftsfithrern der
Gesellschaft Deutscher Naturforseher und Aerzte, den Herren Medi-
cinalrat Dr. Merkel und Rector Fiichtbauer, wie bei dem
einfiihrenden Comité der Abteilung fiir Mathematik und Astro-
nomie der genannten Gesellschaft, den Herren Professor Rudel und
Gymnasiallehrer Dr. Sievert. Herr Director von Kramer des
bayerischen Gewerbemuseums stellte ebenso wie die Geschéftsleitung
der Naturforscherversammlung zweckentsprechende Raumlichkeiten
in entgegenkommendster Weise zur Verfiigung.

Das k. Staatsministerium des kéniglichen Hauses
und des Aussern hat durch seine wichtige Vermittelung und Be-
fiirwortung bei den deutschen Eisenbahnverwaltungen den
kostenfreien Riicktransport der Ausstellungsgegenstinde erwirkt und
weiter waren von Seiten der Generaldirection der Zélle und
indirecten Steuern in dankenswertester Weise Vereinfachungen
fir die zollamtlichen Revisionen gewihrt worden.

So waren alle einleitenden Schritte und Vorbereitungen getroffen.

Die gesundheitlichen Verhdltnisse in Deutschland veranlassten
am 29. August die Absage der Versammlung deutscher Natur-
forscher und Aerzte und sie hatten auch am 1. September die
Absage der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
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im Gefolge. — So kann die Gegenleistung fiir das Entgegenkommen
und die Beihilfe, welche von Seiten hoher Behorden Bayerns und
des Reiches. von den Fachgenossen, den technischen Instituten,
Werkstiitten und Verlagshandlungen dem Unternehmen zu Teil
goworden ist, zunidichst nicht in der wirklichen Durchfiihrung des-
selben, die Anregung und Forderung in weiten Kreisen geben
sollte, zum Ausdruck gelangen und es muss sich der Unterzeich-
nete darauf beschrinken, mit der Veroffentlichung dieses
Kataloges Rechenschaft und Dank niederzulegen.

Im kommenden Jahre aber sei mit frischem Mute an die
Durchfithrung des Vorhabens gegangen! In Miinchen dem fiir die
nichstjiihrige Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
ausersehenen Ort, werden, wie bereits in dankenswerter Weise zu-
gosichert ist, die ausgedehnten Rédume der technischen Hochschule
zur Verfiigung stehen. Dem Umfange, den die Ausstellung bisher
gewonnen, soll dann eine verlingerte Dauer derselben entsprechen.
Es ist der 1.—30. September 1893 in Aussicht genommen, wihrend
die Tage der Mathematiker-Versammlung den fiir die Naturforscher-
Versammlung in Niirnberg festzusetzenden unmittelbar voraus gehen
werden.

Der fir die diesjahrige Ausstellung fertig gestellte Katalog
aber mag schon jetzt zur Ausgabe gelangen; nicht mit dem An-
spruch, ein vollstindiges Bild der vielen hierhergehdrigen Gebiete
zu geben, sondern mit der Absicht, Plan und begonnene Durch-
filhrung des Unternehmens zu zeigen, und dabei auch die Liicken
erkennen zu lassen, welche nunmehr noch auszufiillen sind.

Moge Interesse und Mitwirkung Aller, die in diesem Jahre unser
Vorhaben gefordert haben, uns dabei nicht fehlen, mogen insbeson-
dere die Fachgenossen mit Rat und That den Zweck des ganzen
Unternehmens durchfiihren helfen, ein vollstindiges Bild zu geben,
all’ der mannigfachen Hilfsmittel, wie sie heute in Gestalt von Mo-
dellen, Apparaten und Instrumenten dem Unterricht und der For-
schung in der reinen und angewandten Mathematik dienen!

Miinchen, im Oktober 1892

Walther Dyck.
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Geometrisches zur Abzdhlung der reellen Wurzeln
algebraischer Gleichungen.

Von F. Klein in Gottingen.

Sylvester und Kronecker haben bereits in den 60er Jahren
bei der Discussion der Wurzelrealitit algebraischer Gleichungen
geometrische Constructionen in der Weise herangezogen, dass sie
die Coéfficienten der Gleichung oder sonstige Griossen, von denen
man die Gleichung abhingig denken mag, als Coordinaten eines
Raumpunktes interpretirten, — wobei natiirlich ihrer unmittel-
baren Anschaulichkeit wegen diejenigen Fille besonderc Beriick-
sichtigung fanden, bei denen man mit Réumen von 2 oder 3 Di-
nmensionen ausreicht*). Es handelt sich da insbesonderc um den
Verlauf derjenigen Mannigfaltigkeit, welche durch Nullsetzen der
Discriminante der vorgelegten Gleichung vorgestellt wird — die
Discriminantenmannigfaltigkeit — , und um dic durch diese Mannig-
faltigkeit vermittelte Zerlegung des Gesamtraumes in verschiedene
Gebiete. — Ich mochte im Nachstehenden an den bezeichneten
Ansatz in der Weise ankniipfen, dass ich die elementaren, fiir
Gleichungen beliebigen Grades giltigen Kriterien in Betracht ziehe,
durch welche man die Anzahl der recilen Wurzeln abzuzihlen
vermag, die gogebenen Falles vorhanden sein mogen. Bei der
geometrischen Interpretation dieser Kriterien entsteht, wie von
selbst, eine Auffassung derselben, vermdge deren dic etwas stereo-
typen Darstellungen der Lehre von der Wurzelrealitiit, wie sic sich
in unsern Lehrbiichern finden, der Neubelebung und Weiterent-

*) Sylvester in den ,,Philosophical Transactions® .von 1864 (On the real
and imaginary roots of equations), Kronecker in Vorlesungen.
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wickelung zuginglich werden*). Der Zweck der vorliegenden
kurzen Mitteilung wird erreicht sein, wenn es mir gelingen
sollte, in dieser Richtung einen Anstoss zu geben. Um so lieber
will ich mich im Folgenden auf die allerelementarsten Wille,
niamlich auf Gleichungen zweiten und dritten Grades, beschriinken :
ich hoffe da allgemein verstindlich zu sein und kann doch schon
alles Wesentliche, was ich zu sagen habe, hervortreten lassen.
Zunichst der allgemeine Ansatz, Sei

(1) f(@ = z* 4+ nAz"' 4 1 ';
eine vorgelegte Gleichung n** Grades (wo die Binomialcoéfficienten
hinzugesetzt sind, weil dadurch die spiter zu gebenden Formeln
einfacher werden). So interpretire man einfach A, B, . . . N als
Punktcoordinaten in einem ndimensionalen Raume R,. Gleich-
ung (1) reprisentirt dann, sofern man das z als gegebene Grisse
und die A, B, . . . als Veriinderliche ansehen will, einen in diesem
R, enthaltenen (n—1)fach ausgedehnten Raum, R, _,, und die ganze
Reihenfolge von R,_,, welche man so fiir wechselnde Werte von
z erhilt, umhiillt in ihrer Aufeinanderfolge eben jene Discrimi-
nantenmannigfaltigkeit, von welcher bereits soeben die Rede war;

— 4+ ... N=o

kann man doch die Discriminante als Resultante von f(z) = o
%(:—) = o berechnen. — In nichster Beziehung zu diesem

R._, und damit zur Discriminantenmannigfaltigkeit steht nun die-
jenige rationale ,Curve“, die den Glecichungen (1) mit nfacher
Wurzel entspricht:

(z—A)* = o,
d. h. diejenige Curve, deren Punkte sich mit Hilfe cines Para-
meters A so darstellen lassen:

*) Ich werde weiter unten noch hervorheben, dass die bez. Darstellungen
der Lehrbiicher vielfach auch unvollstindig sind. Aber der wesentliche Mangel
liegt wohl darin, dass die Lehrbiicher durchgiingig an der Auffassung festhalten,
als haudele es sich bei den hier in Betracht kommenden Fragon um numerische
Gleichungen, also um Verfahrungsweisen, welche keinen allgemeinen (‘barakter
haben, sondern sich jeweils nach dem besonderen vorgelegten Falle richten.
Im Gegensatze dazu liisst die geometrische Interpretation die Coéfficienten der
zu untersuchenden Gleichungen notwendig als frei veriinderliche reelle Grossen
ansehen.
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2) A= —\B=)\N.... N = (—1y A~
Moge dieselbe, entsprechend der Ausdrucksweise der neueren
Geometer, hier schlechtweg als Normcurve benannt werden *);
den einzelnen durch (2) gegebenen Punkt der Curve werde ich
als den Punkt A derselben bezeichnen. Da ist denn unmittelbar
ersichtlich, dass die sémtlichen n Schnittpunkte, welche der durch
(1) gegebene R,_, mit der Normcurve gemein hat, in den einen
Punkt A = z coincidiren: unsere R, , sind Schmiegungsriume
der Normcurve und eben dadurch unter allen anderen (n—1)fach
ausgedehnten linearen Réumen unseres R, charakterisirt. Die
Wurzeln z, aber, welche die Gleichung f(z) = o besitzt, werden
auf der Normcurve durch die n Punkte A = 2z, vorgestellt sein,
nimlich durch diejenigen Punkte der Normcurve, in welchen die
von dem Raumpunkte (A, B, ... N) an die Curve laufenden
Schmiegungsriume (n-—1)* Dimension dieselbe beriihren. Insbe-
sondere werden von diesen Wurzeln genau so viele reell sein, als
von unserem Raumpunkie aus reelle Schmiegungsriume an die
Curve gehen.

Specificiren wir diesen Ansatz zunichst fir n = 2, so haben
wir in der Gleichung zweiten Grades
()] 22+ 2Az + B=o
die A, B als Punktcoordinaten (etwa geradezu als rechtwinkelige
Punktcoordinaten) der Ebene zu interpretiren. Wir haben dann
als Definition der Normcurve
()] A= —\B=2N
zu Grunde zu legen, was eine Parabel mit der Gleichung
A'—B = o ergibt, wie sie durch die
nebenstehende Figur versinnlicht wird;

B

man beachte, dass auf dieser Parabel

die Punkte mit positivem XA linker Hand, ) 4.

die mit negativem A rechter Hand liegen. .
4.0

Gleichung (3) wird 2 reellc oder 2 ima-
ginire Wurzeln haben, je nachdem von
dem repriisentirenden Punkte (A, B) aus zwei reelle oder zwei

*) Vgl. z. B. Franz Meyer, Apolaritiit und rationale Curven, Tibingen
1883.

Fig. 1.
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imaginire Tangenten an die Parabel gehen. Augenscheinlich
zerfillt mit Riicksicht hierauf die Ebene in zwei durch die Pa-
rabel getrennte Teile: ich habe diesclben in

der nebenstehenden Figur durch die Ziffern °

2 und O unterschieden. Die durch die Pa- z
rabel vorgestellte Normcurve ist hier cben "

selbst die Discriminantenmannigfaltigkeit, und Fig. 2.

unsere Figur also ein Gegenbild  dafiir, dass die quadratische
Gleichung (3) zwei oder null reelle Wurzeln hat, jenachdem die
Discriminante A2—B positiv oder negativ ist.

Wir gehen zur cubischen Gleichung
(6) 28 + 3 Az2 4~ 3Bz 4+ C = o.
Die Raumconstructionen, welche hier auszufithren sind, lassen
sich nicht mehr kurz durch ebene Figuren erldutern, und ich

muss den Leser bitten, falls anders er die Angaben, die ich.

fernerhin iiber cubische Gleichungen zu machen habe, vollig in
sich aufnehmen will, sich selbst geeignete riumliche Modelle zu
verfertigen. Wir haben da erstlich als Normeurve die Rawmcurve
dritter Ordnung

(6) A= —A\B=3}C= —)\3

dann als Discriminantenmannigfaltigkeit die zu dieser Raumeurve
gehdrige developpable Fliche.,  Durch selbige wird der Raum in
2 Gebiete zerlegt, entsprechend der Moglichkeit, dass die Gleich-
ung (5) drei oder eine reelle Wurzel fiir z ergeben kann.  Wir
werden diese Gebicte dementsprechend mit den Ziffern 3 und 1
bezeichnen. Von den Punkten des Gebictes 3 aus laufen immer
drei reelle Osculationsebenen an die Curve, von den Punkten
des Gebietes 1 aus nur cine.

Ich wende mich nun gleich zu den Kriterien fiir die Ab-
zihlung der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung,  Dabei
werde ich gelegentlich etwas ausholen miissen, insofern  diese
Kriterien in der Mehrzahl der Lehrbiicher, wie ich schon an-
deutete, nur unvollstindig mitgeteilt werden.  Ich unterscheide
in erster Linic zwischen solchen Kriterien, welche die Gesamizahl
der reellen Wurzeln betreffen, und den anderen, die sich auf die
reellen Wurzeln in einem gegebenen Inlervalle beziehen. Anderer-
seits trenne ich zwischen genauen Kriterien und solchen, welche
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nur eine Grenze der Wurzelanzahl geben (approximirende Kri-
terien).

Um hiernach mit den genauen Kriterien zu beginnen, durch
welche man die Gesamtzahl der reellen Wurzeln bestimmt, so
habe ich gleich hier von der iiblichen Darstellung der Lehrbiicher
abzuweichen. Man findet in den letzteren iibereinstimmend das
Verfahren von Sturm und einen mehr oder minder ausfiihrlichen
Excurs iiber diejenigen Methoden, welche sich an das Trdgheits-
princip der quadratischen Formen schliessen. Dagegen fehlt zu-
meist jeder Hinweis auf die bestimmte Ausgestaltung, welche
letztere Methoden durch Hermite und Sylvester vermoge Aufstell-
ung jener quadratischen Form von (n--1) Verinderlichen gefunden
haben, welche Sylvester als Bezoutiante bezeichnet*). Und doch
zweifle ich nicht, dass erst mit der Bezoutiante der Kernpunkt
der ganzen Fragestellung getroffen ist. :

Sei wieder f(z) = o die vorgelegte Gleichung. Wir machen
der Bequemlichkeit halber homogen, indem wir z durch %/, er-
setzen und mit z" heraufmultipliciren. Solcherweise entstehe
f(z,, z,) = o, wo wir nun die linke Seite kurzweg mit f bezcichnen
werden. Entsprechend werde f abkiirzender Weise fiir f(z',, z,)
geschrieben, unter z‘,, z', eine zweite Variabelnreibe verstanden.
Man bilde sich jetzt die ,Combinante®:

of of' of of
Q) 3, O o,
N (z, ;:—A -TI_’I‘II)T -
Dieselbe ist linear und homogen einerseits in
207N L Ty L %Y

andererseits in

zlln—l, z:ln—s Z',, ..... [‘l’n—’
Die Bezoutiante
®) B(t,t,...t.)

entsteht nun einfach aus (7), indem man die genannten aufein-
anderfolyenden Verbindungen der z,, z, wie der z',, #'y beide bez.
durch die (n~-1) Unbestimmien t,, t,, . . . t,_, ersetzt. Und nun

®) Vgl. Sylvester in den ,Philosophical Trausactions** vou 1853: On the
syzygetic relations etc., Hermite in Bd. 52 von ,,Crelle’s Journal®, 1856. Vgl.
ibrigens auch Baltger's Determinanten.
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handelt es sich nur noch darum, die ,Triigheit* der so gewonne-
nen quadratischen Form von (n—-1) Verénderlichen zu constatiren,
d. h. zuzusehen, wie viele positive bez. negative Vorzeichen her-
vortreten, wenn man es unternimmt, die Form B durch reelle
lineare Substitution der t,, t,, . . . t,_, in ein Aggregat blosser
Quadrate zu verwandeln. Die ‘Regel wird kurzweg die, dass
f = o genau so viele Paare imagindrer Wurzeln besitst, als bei
der genannten Reduction von B negative Quadrate auftreten. Die
principielle Einfachheit dieser Aussage aber ruht darin, dass B
nicht nur von den t, sondern auch von den Coéfficienten von f
in quadratischer Weise abhéngt (so dass also bei unserer geo-
metrischen Interpretation B = o eine von den Parametern
t,, . . . t._, abhdngige Schaar von Flichen zweiten Grades gibt).
Fiir die quadratische Gleichung (3) liefert die so formulirte
Regel natiirlich nichts Neues. Gehen wir also gleich zur cubischen
Gleichung (). Hier wird die Bezoutiante:
(9) (A""'B) tl’ + (AB_C) tt + (B’—AC) tl.:
ist also (wie man erwarten konnte), von einem negativen Zahlen-
faktor abgesehen, mit der sog. Hesse’schen Form von f(z,, z,)
identisch. Wir werden wiinschen, uns im geometrischen Bilde
dariiber klar zu werden, weshalb dic ,Trdgheit* von (9) in der
angegebenen Weise mit der Realitit der Wurzeln von f = o
zusammenhéngt, oder wenigstens, weshalb f == o drei oder eine
reclle Wursel liefert, jenachdem die Gleichung
(10)  (A'—B) t3 + (AB—C) t, t, + (B*—AC) 2 = o
Suir t, 1 t, null oder ewei reelle Wurzeln ergibt. Zu dem Zwecke
fragen wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung (10)
bei stehenden t,, t, und finden, dass dieselbe den Kegel zweiten
Grades vorstellt, der sich von dem Punkte A\ = %/, der Norm-
curve nach den anderen Punkten der Normcurve hin erstreckt.
Unsere cubische Gleichung soll also 3 oder 1 reelle Wurzel haben,
jenachdem durch den Raumpunkt (A, B, C), 0 oder 2 reelle Pro-
jectionskegel dieser Art hindurchgehen. Nun haben zwei Kegel
(10) ausser der Normcurve dritter Ordnung selbst immer noch
die Verbindungsgerade ihrer Spitzen gemein. Sind die Kegel
reell, so ist diese Gerade ebenfalls reell und damit eine eigentliche
Secante der Normcurve, im Gegensatz zu den gleichfalls reellen
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aber uneigentlichen Secanten, welche unsere Normcurve je in
zwei conjugirt imaginiren Punkten treffen (und die der Schnitt
zweier conjugirt imaginidrer Kegel (10) sind). Daher ldsst sich
der an Gleichung (10) ankniipfende Satz dahin aussprechen:
dass die Gleichung f = o eine oder drei reelle Wurzeln haben
wird, jenachdem durch den Raumpunkt (A, B, C) eine eigent-
liche oder eine uneigentliche Secante der Normcurve dritler

Ordnung geht.

Und in dieser Form ist der Satz den Geometern ohne weiteres
einleuchtend. Denn die Normcurve dritter Ordnung projicirt
sich vom Punkte (A, B. C) aus im ersteren Falle als ebene Curve
dritter Ordnung mit eigentlichem Doppelpunkte, im zweiten Falle
als solche mit isolirtem Punkte, und es ist wohlbekannt, dass
eine Curve der ersteren Art nur einen, eine Curve der zweiten
Art drei reclle Wendepunkte besitzt.

Ich habe diese Betrachtung iiber die Kegel zweiten Grades,
welche von den Punkten der Normcurve dritter Ordnung aus-
laufen, um so lieber gegeben, als ihre Besprechung ohnehin un-
erlisslich ist, wenn man die Zahl der reellen Wurzeln von f = o
durch die sogenannte Newton'sche Regel abschiitzen will. Ich
denke dabei an jenes approximirende Kriterium, welches ur-
spriinglich in Newton’s Arithmetica universalis gegeben worden
ist, aber erst 1865 von Sylvester bewiesen und zugleich nach ver-
schiedenen Richtungen erweitert wurde*). In ihrer einfachsten
Gestalt, die wir hicr allein in Betracht ziehen, lautet diese Regel
dahin:

dass unsere Gleichung (1) mindestens so viele imaginire Wur-

zeln besitzt, uls die Reihe der quadratischen Ausdriicke
(1) 1, A*—B, B*—AC, . .. .. N#

Zeichenwechsel darbietet. )

Im Falle der (ileichungen dritten (irades (D) haben wir also sicher

zwei imagindre Wurzeln, wenn von den heiden Ausdriicken
A'—B, B*—AC

*) Vgl. insbesondere Travsactions of the R. Dublin Academy, t. 24, sowio

Philosophical Magazine, 4. ser., t. 31. — Auch diese Regel fehlt in vielen lehr-

biichern; Ausfiihrlicheres dariiber gibt u. a. Petersen in seiner ,Theorie der al-

gebraischen Gleichungen*.
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auch nur einer negativ ist.. Hier bemerke man nun, dass nach
Gleichung (10)
(12) A?—B == o0, B*-AC = o
die Gleichungen der beiden Projectionskegel sind, die von den
Punkten

A= oo, bez. A = o
der Normecurve dritter Ordnung nach dieser Curve hinlaufen. Der
geometrische Sinn des Newton'schen Kriteriums ist dementsprechend
der, dass bei der Gleichung dritten Grades sicher zwei imagindre
Wurzeln vorhanden sind, sobald der Raumpunkt (A, B, C) im
Innern auch nur eines der beiden genannten Kegel liegt. Die geo-
metrische Anschauung bestitigt nicht nur, sondern vervollstindigt
diese Regel und bringt sie dadurch mit dem aus der Bezoutiante
abgeleiteten Kriterium in klaren Zusammenhang. Wir wissen be-
reits, dass keiner der Kegel (10) in das Raumstiick eindringt,
welches den cubischen Gleichungen mit 3 reellen Wurzeln ent-
spricht; wir fiigen jetzt hinzu, was uns ein Blick auf die Gestalt
der Curve dritter Ordnung lehrt, dass dieses Raumstiick awusser-
halb der samtlichen Kegel (10) liegt. Wir wissen andcrerseits,
dass das Raumstiick, welches den cubischen Gleichungen mit nur
einer reellen Wurzel entspricht von den reellen Kegeln (10) durch-
weg zwiefach ausgefiillt wird, und hierin liegt, dass jeder Punkt
(A, B, C) im Innern dieses Raumstiickes jedenfalls auch im Innern
einer unendlichen Zahl von Kegeln (10) liegt. Wir werden also
folgenden genauen Satz aufstellen: dass die cubische Gleichung
dann und nur dann zwei imaginire Wurzeln besilzt, wenn die
Bezoutiante (10) fur irgendwelche reelle Werte von t,, t, negativ
wird. Und von diesem Satze ist dann dic Newton'sche Regel
ein blosses Corollar.

So viel iiber die allgemeine Abzihlung der reellen Wurzeln.
Wir wenden uns jetzt zur Abedhlung der Wurzeln in einem Inter-
valle von x bis y (x < y). Auch hier werde ich mich auf die
elementarsten Krldunterungen beschrinken. Insbesondere will ich
der Kiirze halber die cxacten Abzidhlungsmoethoden ganz bei Seite
lassen und unter den approximirenden Kriterien nur diejenigen
betrachten, bei denen (ineare Functionen der Coéfficienten zu
Grunde liegen, also den Cartesischen Satz, das Theorem von
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Budan-Fourier etc.  Auch mogen jetzt vor allen Dingen die gua-
dratischen Gleichungen (3) herangezogen werden, insofern bereits
bei ihnen alles Wesentliche hervortritt; iiber die cubischen Gleich-
ungen gebe ich nur noch eine kurze Schlusshemerkung.

Wir hatten bei den (leichungen zweiten Grades als Norm-
curve die Parabel der Figur 1. Markiren wir auf ihr die beiden
Punkte A = x und A =y (wobei fiir x < y der Punkt x rechts
von y liegt) und unterscheiden dann drei
Gebiete der Ebene, jenachdem sich vom
einzelnen Punkte (A, B) aus an das zwischen
x und y verlaufende Parabelstiick 2 oder
1 oder O Tangenten legen lassen, so ent-
steht offenbar die nebenstchende Figur,
welche ich kurzweg als die wrichtige* Figur

(x, ¥) bezeichnen werde: —- die Grenzen
der dreierlei bei ihr zu unterscheidenden Fig. 3.

Gebiete werden teils von dem genannten Parabelstiicke selbst,
teils von den beiden, zu den Punkten x
und y gehdrigen Parabeltangenten gebildet.
-- Lassen wir hier y insbesondere ins Un-
endliche riicken, so entschwindet fiir die
Anschauung die ganze zu y gchorige Tan-
gente und wir haben als zugehorige Ge-
bietseinteilung den in Figur 4 vorgestell-
ten Fall: wir benennen diese Figur als die N
wrichtige* Figur (x, o). Fig. 4.

Aufgabe der zu discutirenden linearen Krilerien wird es nun
sein, diese richtigen Figuren mit moglichster Anniiherung durch
solche zu ersetzen, bei welchen nur gerade Linien zur Felder-
abgrenzung gebraucht werden.

Von dieser Auffassung ausgehend, betrachten wir zuniichst
die Cartesische Zeichenregol.  Wir wollen dieselbe gleich in die
verallgemeinerte Form setzen, in der sie die reellen Wurzeln von
f(z) = o abzuschitzen gostattet, die grosser als ein belicbiges vor-
gegebenes x sind. Ks handelt sich da um die Functionsreihe:
(13) f(x), £'(x), 1 (x)
und die Regel behauptet, dass f(z) = o hichstens so viele reelle
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Wurzeln > x besitzt, als Zeichenwechsel in dieser Functionsreihe
vorhanden sind, und dass die richtige Zahl der Wurzeln von der
durch die Zeichenwechsel gegebenen Zahl immer nur um ein Mul-
tiplum von 2 verschieden sein kamn. Zwecks Ubersetzung der
Regel in die geometrische Anschauung werden wir vor allen
Dingen die drei geraden Linien construiren, welche in der
Ebene (A, B) durch Nullsetzen der drei Ausdriicke f(x), f’(x),
f* (x) vorgestellt werden. Hier gibt f (x) = o die unendlich ferne
Gerade und kommt also fiir die Zeichnung in Wegfall. f’(x) = o
gibt die verticale Linie A = — x, d. h. den durch den Punkt
x der Parabel laufenden Durchmesser derselben. Endlich f(x) = o,
wie wir von frither wissen, die zum Punkte x gehorige Parabel-
tangente. Ein jedes der von den genannten Geraden umgrenzten
Gebiete der Ebene bietet hestimmte Vorzeichen von f(x), f’(x),
f*(x) dar. Nun kommt es uns aber nicht auf diese Vorzeichen,
sondern nur auf die Zahl der Zeichenwechsel an, welche die Reihe
f(x), f’(x), f* (x) darbietet. Wir markiren dieselbe fiir die ver-
schiedenen Teile der Ebene und erhalten so schliesslich die fol-
gende Figur, welche ich die Cartesische Figur (x, co) nennen darf:

Fig. 5.

Wir verstehen die Cartesische Regel in ge()mefrischer Form,
indem wir diese neue Figur mit Fig. 4 (der ,richtigen“ Figur
[x, o]) vergleichen. Und dabei bestitigen wir nicht nur die
Cartesische Regel, sondern erkennen auch ihre Vorziiglichkeit.
In der That sieht man, dass man die ,richtige’ Figur vermdige
einer geradlinigen Feldereinteilung, an der (unter Einrechnung der
unendlich fernen Geraden) drei gerade Linien participiren, in der
durch den Cartesischen Satz vorgesehenen Weise unmaiglich besser
approzimiren kann, als dies durch die Cartesische Figur geschiehi.
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Wir erldutern ferner, in gleichem Sinne, den Budan-Fourier’-
schen Satz. Es handelt sich bei demselben allgemein um die
Zahl der reellen Wurzeln von f(z) = o, welche zwischen zwei
beliebig vorgegebenen Grenzen, x und y (x <C y) liegen. Man
bildet die beiden Functionsreihen:

f(x), f'(x), £ (x) und

(%) Ligy 0 £ O

bestimmt zuerst die Zahl V(x) der Zeichenwechsel, welche die
erstere Reihe darbietet, ferner die Zahl V (y) der Zeichenwechsel
der zweiten Reihe, und hat dann in V (x) —V (y) eine Zalkl,
welche von der Zahl der zwischen x und y gelegenen reellen
Wurzeln von f(2) = o hdchstens um ein positives Vielfaches von
2 abweicht. Wieder iibersetzen wir diese Regel in eine geo-
metrische Figur. Indem wir ganz &dhnlich verfahren, wie vorhin,
ergibt sich die folgende Feldereinteilung:

Fig. 6.

Ein Vergleich mit Fig. 3 bestiitigt darauf die Richtigkeit des
Budan-Fourier’schen Satzes: iiberall da, wo Fig. 3 und Fig. 6
den Punkten der Ebene verschiedene Zahlen beilegen, ist die
Zahl der Fig. 6 um ein positives Vielfaches von 2 grisser. Aber
wir fragen angesichts unserer Figuren nicht nur nach der Richtig-
keit, sondern auch nach der Zweckmaissigkeit des Budan-Fourier’-
schen Satzes. Und da kommen wir zu einem Resultdte, welches
bei einem so elementaren Gegenstande iiberraschen muss und
eben darum geeignet sein diirfte, die geometrische Betrachtungs-
weise, fiir die wir hier eintreten, nicht nur als eine beildufige
Erlduterung, sondern als eine notwendige KErgénzung der gewohn-
lich gegebenen Entwickelungen erscheinen zu lassen: Figur (6) mit
thren, vier verschiedenen geraden Linien angehirigen Begrensungs-
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stiicken ist als Axniherung an Figur (3) keineswegs besonders zweck-
missig gewdhlt, man kann der Figur (3) mit einer nur aus drei
geraden Linien gebildeten Figur viel niher kommen. Man hat
einfach eine Figur zu zeichnen, welche mar als projektive Ver-
allgemeinerung der Cartesischen Figur betrachten kann (sofern
man bei letzterer die unendlich ferne Gerade mitzéhlen will), d.h.
die nachstehende Figur, welche neben den Tangenten der beiden
Parabelpunkte x, v das geradlinige Verbindungsstiick xy enthiilt:

Fig. 1.

Will man das analytische Kriterium aufstellen, welches dieser
Figur entspricht, so ist es bequem, wieder homogen zu machen,
also statt f(z) die bindre Form f(z,, z,) und statt x und y die
Variabelnpaare x,, x, und y,, y, cinzufiihren. Ich sctze ausser-
dem symbolisch f(z,, z) = a2 Bei Figur (1) handell es sich
dann einfach um die Zeichenwechsel der Funclionsrethe: '
(15) a2, aa, al
Es ist kaum nétig, dass ich beim Bewcise dieser Behauptung oder
der damit aufgestellten Regel fiir dic Abzihlung der Wurzeln im
Intervall x-—y verweile. Ks handelt sich einfach darum. in die
Gleichung f(z1, z) = o fir z Xy 4+ Ay, fiir 22 X2 4- Aya zu
substituiren und nun fiir dic so entstehende Gleichung in A die
Zahl der positiven Wurzeln durch das Cartesische Theorem fest-
zulegen, resp. zu umgrenzen. Das ist so einfach, dass cs Wunder
nehmen miisste, wenn dieser Ansatz nicht schon in fritherer Zeit
bemerkt sein sollte. Und in der That findet sich derselbe bei-
spielsweise bei Jacobi in Crelle’s Journal Bd. 13, 1835 (Observa-
tiunculae ad theoriam aequationum pertinentes). Nur fiigt Jacobi
merkwiirdigerweise hinzu: regula a clarissimo Fourier proposita
multis nominibus praestat.
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Es eriibrigt nur noch, dass ich angebe, wie man bei der
Normcurve dritten Grades diejenige riumliche Figur construirt,
welche man als Verallgemeinerung der ebenen Figur (7) zu be-
trachten hat. Bezcichnet man die gegebene cubische Gleichung
symbolisch mit 8, = o, so handelt es sich zamal um die geo-
metrische Definition der Ebenen
(16) a’l=o0, a’a =o aa?®=o0 al=o
Diese ist natiirlich #usserst einfach. Die drei Schnittpunkte,
welche die einzelne dieser Ebenen mit der Normcurve gemein
hat, fallen alle nach x oder y; die folgende Tabelle gibt die Mul-
tiplicititen, mit der x und y als Schnittpunkte zihlen, genauer an:

x|y |
a’s 310
ala, 211
a, al? 1|2
:a* 1013
In dieser Tabelle tritt das einfache Gesetz, welches fir n = 2

in Fig. 7 befolgt ist, in einer fiir alle n erkennbaren Form her-
vor. — Wir sollten jetzt ferner eine genaue Beschreibung der ver-
schiedenen Stiicke geben, in welche der Raum entsprechend der
Zahl der bei den Functionen (16) auftretenden Zeichenwechsel
" durch unsere Ebenen zerlegt wird. Daran wiirde sich dann der
Vergleich mit denjenigen Raumeinteilungen schliessen, die als
Analoga der ebenen Figuren (3), (4), (5), (6) anzusehen sind.
Hier ist offenbar ohne gceignete Modelle nicht durchzukommen.
Es wird sebr dankenswert sein, wenn jemand die Herstellung
solcher Modelle in die Hand nehmen wollte.

Gottingen, den 9. Juni 1892.

——— et e



Uber iquidistante Curvensysteme auf krummen Flichen.

Von A. Voss in Wiirzburg.

In der Arbeit ,Uber ein neues Princip der Abbildung
krummer Flachen“, Math. Ann. Bd. 19, S. 1, 1881, hatte ich,
wie ich glaubte, zuerst auf diejenigen Curvensysteme hingewiesen,
fiir die das Lingenelement auf einer Fliche die Form

1) ds? = du® 4+ dv® + 2fdudv

annimmt. Dieselben lassen sich praktisch dadurch sehr leicht
herstellen, dass man ein aus parallelogrammatischen Maschen be-
stehendes Netz von an den Kreuzungsstellen unter sich ver-
kniipften unausdehnsamen und vollkommen biegsamen Fiiden auf
der Fliiche ausbreitet. Inzwischen habe ich aus einer Bemerkung
des Herrn Darbouz im dritten noch nicht vollendeten Buche
seiner Théorie générale des surfaces entnommen, dass Herr Tché-
bycheff*) bereits im Jahre 1878 auf diese dquidistanten Curven-
systeme, wie ich sie nenne, aufmerksam gemacht hat. Herr Dar-
bouxz giebt auch die Form der partiellen Differentialgleichung,**)
von der ein solches ,habillement* der Fliche abhiingt, in der all-
gemeinsten Gestalt, ohne indess etwas weiteres hinzuzufiigen. Bei
der Schwierigkeit, die es hat, den so leicht praktisch zu reali-
sirenden Process der Flichenbekleidung analytisch zu verfolgen,
werden vielleicht einige Angaben hieriiber nicht ungeeignet er-

*) Tchébycheff, Sur la coupe des vétements, Assoc. fran¢. pour I'avan-
cement des Sc. Congrés de Paris, p. 154, 1878. Diese Arbeit ist mir bisher
nicht zugénglich gewesen.

**) Darboux, Théorie générale, Tom. III, S. 133 und 206.
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scheinen, welche die in meiner friheren Arbeit gegebenen Re-
sultate teils recapituliren, teils erweitern.*)

§ I Ailgemeine Eigenschaften dquidistanter Curvensysteme.

I. Bringt man das Liingenelement 1) auf die Form

dst = (du + dv)'(—l—zﬂ) 4 (du — dv)? Q—;—f?
oder, v}enn f=cosz, u 4+ v=1u, u —v = v' gesetzt wird

2) ds? = oos’% du® 4 sin’g dv‘s,

so erkennt man sofort**): Die Diagonalcurven eines dquidistan-
ten Systems bilden ein Orthogonalsystem. in Bezug auf welches
das Ldngenelement von der Form 2) ist. Umgekehrt ist jedes
Orthogonalsystem, fiir das

ds? = edu? 4 gdv?, e 4-g =1

ist, Diagonalsystem eines iquidistanten Systemes.
II. Aus dem Ausdrucke fir das Kriimmungsmass:

Zur

sinz

K=—

ergiebt sich fiir die Curvatura integra eines von zwei Paaren der
Curven u, v gebildeten Vierseites, dessen innere Winkel A, B,
C, D sind:

I'= [Ksinzdudv=2r — (A 4 B 4 C 4 D);

das heisst: Die Curvalura inlegra ist gleich dem negalir genom-
menen Ezxcess der Winkel des Vierseits.***)

IlI. Zu einer beliebigen Schar vom Curven gechort im Allge-
meinen enlweder gar keine zweile, die mit ihr ein dquidisiantes
System bildet, oder nur eine einzige. Nur auf den Developpabeln

*) Bereits in meiner friheren Arbeit enthaltene Sitze werde ich unter
A mit Hinzufogung der Seitenzahl citiren.

**) A. 8. 3.

***) A. S 3.
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kann eine Curvenschar mit mehreren Curvenscharen #quidistante
Systeme liefern, und dies auch nar dann, wenn die gegebene
Schar aus geoditischen Linien besteht, die bei der Abwickelung
in ein System von parallelen Geraden iibergehen. Auch kann nur
bei Developpabeln die eine Schar der Curven eines iiquidistanten
Systems von geodiitischen Linien gebildet werden.

[V. Ein #quidistantes Netz, das z. B. die Gestalt cines Recht-
eckes mit den Seiten AB, AC hat, kann im Allgemeinen auf einer
Fliche so ausgebreitet werden, dass die beiden Seiten AB, AC mit
zwei beliebig auf der Fliche von einem Punkte A' aus gesogenen
Curven A'B’, A'C’ zusammenfallen. Der Bereich aber, in welchem
eine solche Ausbreitung moglich ist, findet dabei im Allgemeinen
bald eine Grenze, da der Coordinatenwinkel z von o und = ver-
schieden bleiben muss. Triigt man namlich von den Punkten
einer Curve C auf der Fliche gleich lange unendlich kleine
Strecken &8s in der Tangentenebene auf, deren Richtung den
Winkel ¢ mit der von C bildet, und denkt man sich das Bogen-
element in der Form

etdu® 4 g®dv®

gegeben, aber so, dass e =1 fiir die gewahlte Curve v= v, ist,

so ergiebt sich
U/ de) du
?=¢ + f“,,( -37)‘.0 g_

falls die Endpunkte der Strecken &s eine Curve C- bilden sollen,
die eine auf C unmittelbar folgende eines iiquidistanten Systems

. Jde . .
liefert. Ist daher (_37)\! von constantem Vorzeichen, so wird ¢

im allgemeinen sehr bald die zuldssigen Grenzen iberschreiten ;
vorausgesetzt ist dabei natiirlich, dass g nicht verschwindet.

. . e - WAL
Ist die Curve C eine geodiitische Linie, so ist —87) =ound ¢
Vo

constant. Kine geoditische Linie iindert also ihre Linge nur um
eine Grosse zweiter Ordnung, wenn ihre Punkte unter constantem
Winkel mit ihrer Tangente um eine infinitesimale Strecke 8s auf
der Fliche verschoben werden. Zieht man jetzt euf der Fliche
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zwei geoditische Linien AB, AC, die sich unter dem Winkel a
schneiden, und bezeichnet man den vierten Winkel eines Vierseits
dquidistanter Linien, von dem zwei anstossende Seiten aus AB,
AC gebildet sind, durch B, so ist der Winkelexcess gleich B — a.
Bei constanter positiver Kriimmung + 1 ist z. B.

a —pB=F
wenn F den Inhalt des Vierseits bedeutet, d. h. B niihert sich
mit wachsendem F der Null; bei constanter negativer Kriimmung
— 1 ist dagegen

B—a=F

d. b. B wiichst bestindig. Beides lisst sich sehr leicht an einer
Kugel oder Pseudosphire zur Anschauung bringen.

V. Die geoditischen Kriimmungen der Coordinatenlinien u, v.
Bezeichnet man die geoditischen Kriimmungsradien der Curven
v = const (u = const) durch ¥, (7,) so ist

1 9z 1 9z

r T e T T v

Man hat also fiir die Curvatura integra die Formel

Das liefert den Satz:

Der Ezxcess der Winkelsumme cines von zwei Paaren dqui-
distanter Curven gebildeten Vierseits ist gleich der Differens der
geoditischen Krimmungen , jedes Paares der gegeniberliegenden
Seiten.

V1. Die particlle Differentialgleichung dquidistanter Systeme.*)
Legt man ein isometrisches Orthogonalsystem zu Grunde, so dass

ds? = A (du® 4 dv?)
ist, 80 muss nach I
A (du® 4 dv?®) = edu?® 4 gdv? e 4+ g =1

*) A. S. 16.
gt
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werden. Daraus ergiebt sich, wenn

P” = Su- 1 Su' b 4 .
(3’6’) + ( aé') -4
gesetzt wird
v’ _ ou’
3 FE # Tav
) a‘., . aun
ay - "

sodass die partielle Differentialgleichung fir u‘ wird
— A w4+ w4 et + 2ou e et

4) + (_“_'" + n',’) (hu, + Au)) = o

24

§ II. Bestimmung dquidistanter Systeme auf einzeinen Flichen-
gattungen.

1. Bei jeder Biegung einer Fliche geht ein #quidistantes
System wieder in ein solches iiber; die partielle Differential-
gleichung 4) hiogt daher auch nur von A ab. Sie kanp auf den
Developpabeln leicht allgemein integrirt werden. Denn hier geht
durch Abwickelung auf die Ebene das Netz iiber in ein solches mit
parallelogrammatischen Maschen, und ein solches entsteht immer
durch Translation einer beliebigen Curve.®)

2. Bei den auf eine Rolationsfliche abiwickelbaren Flichen
ist A eine Function von u allein. Versueht man nun die Gleichung
4) durch die Annahme

vw=0U+4+1YV
wo U (V) Function von u (v) allein ist, zu losen, so folgt
Ve 4+ pV'  + q =0
wo p und q nur von u abhingen.

*)A. 8 18.
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% 2q

Hieraus ergiebt sich, wenn B0 3u nicht verschwinden,
V' = const.
Setzt man demgemiiss u' = U - av, 8o folgt

= eV =

oder wenn man das Lingenelement der Fliche in der gewdhn-
lichen Form

= (1 + #%)du? 4 u'dv?
voraussetzt,

f _““ (1 + 69— kv

f Vu,_ks(l-}—t”)-{-av

Den . willksirlichen Constanten a und k entsprechend, erhdilt
man so zweifach unendlich viele Systeme dquidistanter Curven,
wenn man

5)

u’ = const
v = const

lll+V'

u — v

setzt. Da aus jeder dquidistanten Teilung der Kugel durch Qua-
dratur eine Fliche negativer constanter Krimmung hergeleitet
werden kann, so liefern die Gleichungen 5) zugleich eine von
zwei Constanten abhingige Schar von Flichen constanter nega-
tiver Krimmung.

) 3q
Auf gewissen Flichen, bei denen —a—ll:—, —a—q-— zum Verschwinden
gebracht werden konnen, lisst sich noch ein singulires Netz
aquidistanter Curven angeben, in welches eine Constante nicht

eingeht.
3. Ist das Liingenelement von der Form
P4 odv?
T+ V

so setze man
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u-_J‘VU—c
v=J‘VV+(>

wo ¢ eine willkiirliche Constante.

4. Bei den Translationsflichen endlich liefern die Translations-
curven ein dquidistantes System.*) Zur Darstellung an Modellen
eignen sich besonders solche Flichen, welche wie z. B. das Para-
boloid : ,

X = au, vy = bv, z = cu® 4 dv?

oder auch die Schraubenfliche
z = au, X = bpcosu, y = cpsinu,
deren Gleichungen durch die Substitution

p==%kvecosuy, u 4+ v="0U, u —v=1YV
die Form
2z=aU 4+ V)
2 x = bk (cos U 4- cos V)
2y = ck (sin U 4- sin V)

v

annehmen, unendlich viele reelle Systeme von Translationscurven
cnthalten,

§ III. Processe, durch welche aus einer &quidistant geteilten
Fliche andere ebenso geteilte Fléichen hergeleitet werden.

Von dem schon erwihnten Process der Biegung abgesehen,
scheinen nur wenige verhiltnismissig einfach zu realisirende
Methoden angebbar zu sein, durch die aus einer Fldche andere
abgeleitet werden konnen, auf denen wieder ein System von
Aquidistanten bekannt ist.

Auf den Flachen megativer constanter Kriimmung und nur
auf diesen bilden die Hauptiangentencurven ein &dquidistantes

*) A, 8. 14.
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System.*) Tridgt man ferner auf der Normale einer solchen Fliche
eine conmstanie Strecke auf, so erzeugen die Endpunkte eine
Payallelfliche der Fliche negativer constanter Kriimmung, welche
durch die den Haupttangentencurven entsprechenden Curven
wieder dquidistant geteilt 1ist.

Wichtiger scheint indessen die ebenfalls leicht zu beweisende
Bemerkung, dass wenn man — unter u und v die Argumente
der Haupttangentencurven verstanden — auf der Normale die
variable Strecke

A= -I;— sinc(u + v)

aufirdgt, wieder zwei einfach unendliche Scharen dquidistant ge-
teilter Flichen entstechen. Unter — c® ist dabei das Kriimmungs-
mass, unter k eine willkiirliche Constante zu verstehen.

Eine allgemeine Untersuchung zeigt, dass aus einem &qui-
distanten System durch Auftragung einer Strecke auf der Nor-
male nur dann eine durch die Endpunkte dieser Normalen
dquidistant geteilte Fliche hervorgehen kann, wenn die Original-
flache entweder eine Fldche negativer constanter Kriimmung, oder
eine Rotatzonsﬂache oder eine Cylinderfliche, oder endlich eine
Ebene ist. In dem ganz speciellen letzteren Falle ergeben sich
die schon in III besprochenen Translationsflichen. Durch diesen
Satz gewinnt die oben gegebene Construction eine allgemeinere
Bedeutung; sie ist, abgesehen von den genannten trivialen Fillen,
nur bei den Flichen constanter negativer Krimmung maglich.

§ 1V. Flachen, welche die Diagonalcurven eines #quidistanten
Systems zu Krilmmungslinien haben.

Vormiige der leicht zu erweisenden Identititen

o (8% fX) glg:_f_l"_) Xy B — 8 X,
a\l v /TP Ty ‘>VH

L(e) —p (o — %8
v VH - 2VH

*) A. 8. 7. Derselbe Satz findet mch auch schon in der Arbeit von Hra.
Hazzidakis, Journ. v. Borchardt, Rd. 88, S. 68, 1878; die Prioritit gebiibrt in-
dessen Hrn. Dini (Teorica delle superﬁcle, Anpn, di Matematica Ser. II Tom. 4.)
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in denen e, f, g; E, F, G die Fundamentalgrossen, H = eg — {2,
und x (¥, z); p (q, r) die Coordinaten sowie die Richtungscosinus
der Normale bedeuten, folgt fiir

e = g = l, E=G
die Gleichung

w (=) o ()

Man kann daher

X, — x, f

T = X,
1 —f2

X — X

. = X,

setzen, wo X, Y, Z die Coordinaten eines Punktes einer neuen
Flidche bedeuten, welche durch Quadratur aus der ersten abgeleitet
wird, und deren Normale in dem Punkte X, Y, Z mit der Nor-
malen in x, y, z parallel lduft.

Die Voraussetzung E = G bedingt, dass die Diagonalcurven
des dquidistanten Netges die Krimmungslinien sind. Auf sie be-
zogen, nimmt nach § I das Lingenelement die Form

6) ds? = cos®z du?® -} sin®*z dv?
an, wihrend es in Bezug auf die Aquidistanten
ds? = du® + dv® + 2cos 2z du'dv’

ist. Aus jeder dieser Flichen lisst sich durch Quadratur eine
Fliche von entgegengesetzt gleichem Krimmungsmass, welche auf
die erste dquivalent abgebildet ist, herleiten, welche wieder auf
ihre Kriimmungslinien bezogen das Lingenelement

ds’? = du?® sin®z + dv® cos®z

besitzt, indem man
sin z COS Z
XIl = X s y = -
CO8 7 sin 2

u v

setzt. Nimmt man allgemeiner
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cos(z—a) , ,  sin(z—a
wiz o=ty T

§. = X,

wo a eine willkiirliche Constante ist, so wird das Léngenelement
der auf ihre Kriimmungslinien bezogenen Flache §, 7, ¢

ds"? = cos? (z — a) du® 4 sin®(z — a) dv?

oder auch
ds”'3 == du‘® + dve + 2 cos 2 (z — a) du’ dv'.

Aus jeder dieser Flichen kann daher eine einfach unendliche
Schar wvon Flichen hergeleitet werden, deren Krimmungslinien
Diagonalcurven eines iquidistanten Netses sind. Dabei wird der
Winkel 2z, unter dem sich die Curven des Netzes schneiden, den
Wert 2(z — a) annehmen; zugleich bleiben die geodiitischen
Kriimmungen der #quidistanten Curven ungeéndert.

Die Existenz einer oo! Schar wird durch den Umstand be-
dingt, dass die Bedingungen, denen z geniigen muss, nur die
Differentialquotienten von z, nicht aber z selbst enthalten.

Die Flichen constanter negativer Kriimmung haben in Bezug
auf ihre Kriimmungslinien das Lingenelement G). Durch die
Transformation erhélt man indess nur Flichen, welche von den
in § 1IT betrachteten Parallelflichen nicht wesentlich verschieden
sind. Dabei mag noch erwihnt werden: Eine Fliche, welche ein
System von Aquidistanten enthilt, lings denen die Normalkriim-
mungen der Fliche durchweg ein und denselben constanten Wert
haben, kann als Parallelfliche einer Flache negativer constanter
Kriimmung angesehen werden.

§ V. Fiéichen, deren Kriimmungslinien in mehrfacher Weise die
Diagonalcurven #quidistanter Netze bilden.

Eine Fliche, welche in zweifacher Weise zu Diagonalcurven
eines dquidistanten Systems die Kriimmungslinien hat, besitzt in
Bezug auf die letzteren das Liingenelement
du?® 4- dv?

a_ U - dv”
W=y v
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und gestattet demgemiss eine o ! Schar solcher dquidistanter
Systeme. An Stelle derselben kann man auch die Flichen be-
trachten, welche, wie z. B. die Fliachen zweiten Grades das
Liouville’'sche Bogenelement

ds® = (U + V) (du® + dv?)

besitzen. Auf die weiteren hierher gehorigen Untersuchungen,
die eine grosse Anzahl merkwiirdiger Beziehungen vermoge des
in § IV betrachteten Processes liefern, kann indess an diesem
Orte nicht eingegangen werden, da es in bequemer Weise kaum
ausfiihrbar scheint, sie durch Modelle der Anschauung néher zu
bringen.

Wirzburg, den 15. Juli 1892.




Uber die Auflésung hoherer Singularititen einer
algebraischen Curve in elementare.

Von A. Brill in Tiibingen.

Dass durch Zeichnungen und Modelle der Geometrie Ge-
danken von weittragender Bedeutung erwachsen sind, die dem
bloss rechnenden Mathematiker so gut wie dem abstracten Syn-
thetiker verborgen geblieben wiren, wird niemand bestreiten, der
Newton’s enumeratio linearum curvarum tertii ordinis oder Cramer’s
Analyse des lignes courbes oder Plsicker’s grundlegende geometrische
Werke eingesehen hat. Aber nachdem es der projectiven Geo-
metrie gelungen war, die Theorie der Kegelschnitte von der
Vorstellung des einzelnen Falles loszulsen, galt es eine Zeitlang
fiir tiberfliissig und nicht schicklich, ein geometrisches Werk mit
Figuren auszustatten. Man konnte sie leicht entbehren, denn das
Interesse jener Zeit beschriinkte sich auf solche Eigenschaften der
geometrischen Gebilde, die von ihrer reellen Existonz unabhingig
waren. Zu neuem Ansehen verhalfen der sinnlichen Darstellung
erst wieder die Entdeckungen von Zeuthen und Kleir iiber die
Realititsverhaltnisse der algebraischen Curven, die an die Figur
direct ankniipften. Noch heute bicten die Tafeln, die den oben
genannten Werken angchingt sind, und denen sich die zu Zeuthen's
wOystemer af plane Kurver“ (Abh. d. Akad. zu Kopenhagen, Bd.
10, 1873) anreihen, einc Fiille von Anschauung, die jeden mit
Vorstellungskraft Ausgestatteten aufs lebbafteste anmuten. Lehr-
reich ist besonders die Darstellung ganzer Systeme von Curven
mit veréinderlichen Parametern, zumal fiir das Verstindnis von
Curven mit besonderen Vorkommnissen, welche zwischen andern
einfachen eingeschaltet auftreten. Es hat einen Reiz, zu verfolgen,
wie mit der Verdnderung der Constanten der Zusammenhang der
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Zweige sich dndert, wie Ovale durchs Unendliche sich dehnend auf
der gegeniiberliogenden Seite der Zeichenebene wieder zum Vor-
schein kommen, wie Curveniste durch Bildung neuer Doppel-
punkte sich mit anderen vereinigen oder abschniiren, oder wie
einfach singuldre Punkte mit andern zu hohern zusammenwachsen.

Solche Beobachtungen an der Zeichnung waren es, die mich
veranlassten, das Hilfsmittel der stetigen Deformation von Curven
mit gewohnlichen Singularitaten in solche mit zusammengesetzten
nmaskirten“ in grundsdtzlicher Weise fiir das Verstindnis der
. letzteren zu verwerten, wobei dann spiter das Bediirfnis einer
strengern Begriindung gebot, die Anschauung durch algebraische
Methoden zu ersetzen.

Die Singularititen erscheinen zur Zeit — hauptsiichli('.ﬁ durch
die oben genannten Arbeiten — in den Mittelpunkt der Theorie
der algebraischen Curven geriickt. Seit Puiseuxr’s Untersuch-
ungen nimmt auch die Theorie der algebraischen Functionen an
ihnen ein hervorragendes Interesse, an sie kniipft seit Riemmann
und Clebsch der Begriff des Geschlechtes an. Nach beiden Richt-
ungen hin, der geometrischen wie der functionentheoretischen,
erweist sich der Satz von Cayley iiber dic Aquivalenz einer
héheren Singularitiit mit einer gowissen Anzahl von elementaren
als wichtig. Aber es fehlte lange an einer Begriindung und Um-
grenzung desselben. H. J. S. Smith hat in dieser Absicht dic
Reihenentwickelungen, die eine Singularitit definiren, auf den
Einfluss untersucht, den sie auf die Discriminanten der Curven-
gleichung und der zu ihr reciprocen Gleichung besitzen, und ist
zu wichtigen Beziehungen zwischen den zugehorigen Zahlen ge-
langt. Aber abgesehen davon, dass Smith's Beweis zum Teil auf
nicht algebraischer Grundlage beruht und indirect ist, ldsst or
auch die Frage unerledigt, ob jenc Aquivalenz mehr als bloss
eine numerische ist, d. h. inwieweit jede hohere Singularitit
durch wirkliches Zusammenriicken von nur einfachen (elementaren)
singulidren Punkten enistchen kann.

In einer Abhandlung ,Uber dic Singularititen algebraischer
Curven und eine neue Curvenspecies® (Math. Annalen Bd. 17)
habe ich versucht, durch stetige Umwandlung einer Curve, welche
mit einer beliebigen, durch vorgegebene Entwickelungen definirten
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Singularitit behaftet ist, in eine solche von gleicher Ordnung,
Classe und gleichem Geschlecht, welche nur die einfachen Vor-
kommnisse aufweist, die zuletzt aufgeworfene Krage zuerst und
damit implicite auch die frithere zu beantworten.

Der vorliegende Anlass legt es nahe, auf den Ausgangspunkt
fiir diese Untersuchung: die gestaltliche Deformation, zuriickzu-
greifen. Dies erfordert indess, wenn die Grundlage sicher sein soll,
algebraische Entwickelungen, die ich im Anschluss an eine Uber-
sicht iiber die Ergebnisse jenes Aufsatzes voranzustellen mir er-
lauben werde.

Die Absicht ist zuniichst die, nachzuweisen, dass mit dem
Anuftreten einer hoheren Singularitit in die Formeln fiir das Ge-
schlecht, die Classe der Curve und die Anzabl ihrer Wendepunkte

zwei ganze Zahlen linear eintreten, welche zusammen mit noch .
zwei andern ihnen dualistisch entsprechenden in Hinsicht auf die

Pliicker'schen Formeln die Singularitit vollstindig charakterisiren.
— VYon der Grisse dieser Zahlen, die durch das Verhalten der
adjungirten Curven, bezw. der ersten Polare und der Hesse’schen
Curve bestimmt ist, sehen wir hier ab.

In jener Abhandlung wird nun gezeigt*), dass jede durch
Reihenentwickelungen definirte Singularitdt vorkommen kann auf
einer ,rationalen* Curve (einer Curve vom Geschlecht Null, deren
Coordinaten als rationale Functionen eincs Parameters darstellbar
sind) von &brigens noch besondern Eigenschaften, darunter der,
dass Ordnung und Classe gleich und, weil bestimmt durch die
Stelle, wo man die Reihenentwickelungen abbricht, noch in ge-
wissen Grenzen willkiirlich annehmbare Zahlen sind.

Bekannt ist das Verhalten der ersten Polaren, der Hesse'schen
und der adjungirten Curve in den einfachsten Singularitiiten:
Doppelpunkt (mit getrennten Tangenten) und Riickkehrpunkt.
Fir Curven, die keine vielfaichen hohern Punkte enthalten, ist
die Anzahl der Wendepunkte linear von der Anzahl jener ein-
fachsten Singularititen abhiingig, ebenso das Geschlecht und die
Classe der Curve.

Doppel- und Riickkehrpunkte nebst den ihnen duahstlsch
entsprechenden Doppeltangenten und Wendetangenten (-punkten)

*) Die Ausfiihrung fiir einen besondern Fall findet man unten.

P— |
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mogen ,.elementare Singularititen” genannt werden. Fiir die
rationalen Curven lassen sich nach Clebsch (Crelle’s Journal, Bd.
64) Gleichungen bilden, denen die Werte der Parameter geniigen,
die den elementaren Singularititen zugehdren. Kommen sie ge-
trennt vor, so sind die Wurzeln verschieden. Der (Grad dieser
Gleichungen entspricht der Anzahl, bezw. der doppelten Anzahl
der betreffenden mit endlichem Parameter versehenen ausgezeich-
neten Stellen der Curve.

Die vier Gleichungen konnen mehrfache Wurzeln erhalten,
wenn eine hohere Singularitit auftritt. Hat man die ihr ent-
sprechende Vielfachheit ermittelt, so fragt es sich, ob diese Zahlen
bereits die an der (eschlechtsformel und in den Pliicker'schen
Gleichungen anzubringende Reduction bestimmen. Ist dies fiir
. die rationale Curve gezeigt, so gilt es fiir jede andere algebraische
Curve, weil in der Umgebung der singuliiren Stelle das Verhalten
ihrer Polaren u. s. w. mit dem fiir die rationale iibereinstimmt.

Nun lisst sich die rationale Curve, welche die- Singularitiit
besitzt, durch genau definirte kleine Constanteninderungen in
eine andere rationale iiberfiihren, fiir welche die Gleichungen,
denen die elementaren Singularititen geniigen, an Stelle der mehr-
fachen Wurzeln lauter verschiedene haben, die von diesen sich
beliebig wenig unterscheiden, und deren Anzahl je gleich dem
Exponenten des mehrfachen Factors ist. Durch vorgingige pas-
sende Wahl des Grades der rationalen Curve kann man ferner
bewirken, dass alles Ubrige, also namentlich auch die sonstigen
im Endlichen gelegenen singuliren Punktc und die im Unendlichen
gelegene hohere Singularitit bei der Variation an Zahl und an
Charakter sich nicht @ndern. Weil nun auch noch Grad, Classe,
GGeschlecht der Curve dieselben bleiben, so miissen auch die von
der betrachteten Singularitit herriihrenden Zahlen, die in die
Pliicker’schen Ausdriicke eingehen, von der Variation unberiihrt
bleiben. Und zwar bezieht sich dies nicht nur auf die beiden
ersten Formeln (fiir Classe und Wendepunkte), sondern, wegen
der Unveriinderlichkeit der Factorenzahl fiir alle vier Gleichungen,
auch auf die ihnen dualistisch antsprechenden.

Jene Vielfachheitszahlen definiren hiernach nicht bloss die
Reductionen an den Formeln fiir das Geschlecht u. s. w. — dies
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hatte schon H. J. S. Smith bewiesen —, sondern es ist auch
dargethan, dass die gleichen Factoren durch verschiedene ver-
treten werden konnen, d. h. dass in den angegebenen Beziehungen
jede hohere Singularitit durch eine Anzahl ihr idquivalenter ele-
mentarer ersefzbar ist.

Jene Curvengattung, der sowohl die mit der hoheren Singula-
ritiit behaftete als die variirte Curve angehort, hat die Eigenschaft,
durch die (ihrerseits von einander unabhingigen) Gleichungen,
denen die Parameter der Wendepunkte und der Riickkehrpunkte
geniigen, vollig bestimmt zu sein. Die willkiirlichen Verinder-
ungen betreffen daher nur die gleichen Linearfactoren dieser
beiden Gleichungen, wodurch dann diejenigen fiir die Parameter
der Doppelpunkte und der Doppeltangenten eindeutig bestimmt
sind, und zwar, wenn man gewisse besondere Wertsysteme der
Variationen ausschliesst, in der Weise, dass auch sie nur ver-
schiedene Wurzeln besitzen.

Die Ausstellung, die diesen Aufsatz veranlasst hat, enthiilt
einige Blitter mit Zeichnungen, die Ubergiinge darstellen, bei
denen eine hihere Singularitit sich in die dquivalenten elemen-
taren auflost. Sie entsprechen dem besondern Fall, dass dieselbe
eine ,unicursale* ist (ein ,superlinear branch® nach Cayley),
d. h. dass ihre Entwickelungen einen einzigen Cyklus bilden.
Wir stellen hier die algebraischen Hilfsmittel fiir die Behandlung
dieses Kalles zusammen.

Die Entwickelungen in einem unicursalen Element (es ent-
hilt nur eimen reellen Curvenzweig, wenn die Entwickelungs-
coéfficienten reell sind) konnen zusammenfassend dargestellt werden
durch eine Reihe fiir die Ordinate y, die im Allgemeinen nach
gebrochenen Potenzen der Abscisse x aufsteigt:

a X
y = aoxP 4 ayxP 4 ....,
wo die aga; . . ... . Constante; p, q<q, <q2 << ... ganze

positive Zahlen sind, und wo ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit q_>p angenommen werden kann.
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Setzt man diese Reihe, die, als dem Element einer algebra-
ischen Function zugehorig. nach Cauchy immer einen Convergenz-
bereich in der Umgebung von x = o, y = o besitzt, fort bis zu
dem Glied:

a
ax xP,
fiir das noch qx und p teilerfremd sein mogen *), so kann man
setzen :
x =M =x(});

y=aA 4 a1 A® 4 . ... 4 A= y(A).

Diese Gleichungen stellen nun eine . rational ganze* Curve
dar, fir welche

1) die Gleichung p(\) = o fiir die Parameter aller im End-
lichen vorkommenden Riickkehrpunkte gegeben ist durch:

dx .

=X =0
also durch:
1) p() = pr! = o

2) Die Gleichung @ () = o fiir die Parameter der Wende-
punkte der Curve ist:
2) )= x(;‘s&;)=;l? TP (20(q—p) + M (@—PAI )

3) wo ferner die Parameter A, A; der zwei in einem Doppel-
punkt sich durchsetzenden Zweige den Gleichungen geniigen:
- X (M) — x (A) y)—y O
(3) .__fl-"—“l -—- =0 _)\;—l =0
oder, in A und D = A, — A geschrieben (a. a. O. S. 376, wo
einige Zahlencoéfficienten der einen Formel hiernach zu ver-

bessern sind):
2

D D
0= P+P'2—+P"3—g+- ..

1 7/ 0’ D
(3a) 0= 3 (P"" +- (’g) + ry (po” |- 3p'e’ -+ p''w)

. D2 1igy
'{__ 5_! (Pmlu _*__ 4?'(!)" __{_ 6{1“0)' + 39_2_) + ..

*) Beziiglich der Bedeutung dieser Annahme vergl. man a. a. O. §5 (8.
378) und § 9 (S. 401).
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In diesen Formeln sind durch Striche die Ableitungen nach
A bezeichnet, 3! ist = 1.2.3, u. s. w.

4) Endlich ergeben sich die Parameter der Beriihrungspunkte
der Doppeltangenten aus Gleichungen wie (3), gebildet fiir die
Liniencoordinaten u, v, die mit x, y durch die Gleichung zu-
sammenhiéngen: ux —y — v = o; oder kiirzer nach Vertausch-
ung von o mit p aus (3a).

Es folgt aus diesen Q(leichungen, dass die der singuléren
Stelle entsprechende Wurzel A = o: (p — 1)fach in der Gleich-
ung fiir die Riickkehrpunkte, (q — p — 1)fach in der fiir die
Wendepunkte (-tangenten) und, wenn p und q teilerfremd sind *),
#p —1)(q — 3)fach bez. §(q — p —- 1) (q — 3)fach in den Gleich-
ungen fiir die eigentlichen Doppelpunkte (mit getrennten Tangenten)
und fiir die Doppeltangenten auftritt.

Statt auf die obigen Ausdriicke x (), ¥ (A) kann man die
Definition der Curve auch auf die Annahme der ganzen Func-
tionen p (), ® (A) stiitzen. In der That, es ist:

x(\) =f: p (N dr u(d) =f)‘m(x)dx

y(l)=f: p()u)da v(\) = ux —}'=J‘lx()\)m()\)dl

Die vollkommene Analogie der so definirten Linien- mit den
Punktcoordinaten springt in die Augen.

Der Process der Constantenvariation besteht nun darin, dass
man an Stelle des Factors von p () |bezw. von @ (A)], der aus einer
Potenz von XA besteht, je eine ganze Function in A von gleichem
Grade setzt, deren Coifficienten — bis auf den der hochsten Po-
tenz — sehr kleine willkiirlich angenommene Grissen sind. Man
substituire also fiir p (\), @ (\) dic ganzen Functionen:

PN =pO—a)h—a) . ... A—a._)
ml(x)=%(x—p.>o~— B) - A — Buesy)

(G@—n+aqa@—pr+... )

*) Die Modificationen, dic diesc Zahlen erfahren, wenn p, q nicht teiler-
fremd sind, findet man a. a. 0. § 9 S. 400 angegeben.

8
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die sich, wenn alle & und B gleich Nuli siad, auf p (\) und w(})
reduciren, und bilde nun wieder mit Hilfe von p, und o, die
Ausdriicke fir x, v, u, v .wie oben. Den willkiirlich annehm-
baren kleinen Grossen a«, [ entsprechen dann , penultimate“
Curvenformen, welche diejenigen elementaren Singularititen neben-
einander enthalten, die in der hoheren Singularitit vereinigt sind.
In Bezug auf die Wendepunkte (2) und die Riickkehrpunkte ()
verfiigt man iiber Anordnung, Realitit u. s. w. durchaus unbe-
schrinkt. Was die Doppelpunkte und -Tangenten angeht, so wird
die Forderung, dass sich die in der penultimaten Form auftreten-
den nicht wieder zu mehrfachen Punkten u. s. w. vereinigen,
erfiillt, wenn man vermeidet, die a, B so zu wihlen, dass weder
die Discriminante der aus (3a) durch Elimination von D ent-
stehenden ,,Doppelpunktsgleichung* in XA, noch die fiir die Doppel-
tangentengleichung verschwindet, sowie dass die Resultante aus je
zweien der vier Gleichungen Null wird.

Aus dem Studium dieser Discriminanten und Resultanten
ergab sich ein merkwiirdiger Satz, der sich auf den Fall reeller
Coéfficienten in der Entwicklung und der variirten Parameter-
ausdriicke fiir x, y bezieht. Bezeichnet man mit r und w die
Gesamtzahl der Grossen a bezw. B, d. h. der aus der Singularitit
hervorgegangenen Riickkehr- und Wendepunkte, mit r* und w’ die
reellen unter diesen, mit d‘ und t’ die isolirten (aus der Singu-
laritat hervorgegangenen) Doppelpunkte und Doppeltangenten, so
besteht, wie auch die Auflosung erfolgen moge, immer die Be-
ziehung :

r—w 4 2d'—t) =r—w.

Der Betrag der linken Seite dieser Gleichung, der auch im
Falle einer mehrelementigen Singularitit von der Art der Varia-
tion nicht abhdngt, ist in den ausgestellten Blittern fiir jede
Singularitdt als ibr ,Realitdtsindox'* besonders angefiihrt.

Die ausgestellten Zeichnungen und dic zugehérigen Rech-
nungen hat im Jahre 1883 Herr Ch. Schultheiss, damals Stu-
dirender der Mathematik an der technischen Hochschule in
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Miinchen, ausgefithrt. Die Zahlenannahmen sind auf den Blittern
selbst bemerkt, die Bezeichnungen die dieser Note. Um die
Singularititen auch fir das Auge za trennen, hat man die Or-
dinaten teilweise in anderem Masstab wie die Abscissen aufge-
tragen. :
Eine Vorstellung von den Zeichnungen mogen die folgenden
Beispiele geben:

4
1. Beispiel. Entwicklung: y = x* + .. ., oder x = A3,
y =M. p (\) = 3 A\ =o ist die Gleichung fiir die Riickkehr-
punkte. Wendepunkte (m n = %—) existiren keine. Setzt man

Q) = 300 — o), () =00 =3,

so erhdlt man fiir die Punkt- und Liniencoordinaten der variirten
Curve:

X =— 36k 4 A3 u=%)\

y = —2e? 4 A\ v=—2s)\’+%).‘
Fiir die Doppelpunktsparameter hat man die Gleichungen :

0=3@A—s¢ 4+ 31D 4 D*

D

0= + '?’
Daher: A = — A, = V3¢, oder einen Doppelpunkt in x = o,
y = 3% Doppeltangenten treten (im Endlichen) nicht auf. Die
Riickkehrpunkte sind: x = + 2s V5, y = — ¢*. Der Realitiits-

index ist = 1. Die Gleichung einer der adjungirten Curven
(n — 1) (oder von niedrigerer) Ordnung lisst sich in der Form
darstellen (a. a. 0. § 11 S. 407):

x(y + &%) =o.

Im Folgenden sind drei Typen gezeichnet nebst ihren reci-
procen Formen, indem einmal x, y, das anderemal 0,15 u, v als
rechtwinklige Coordinaten aufgetragen sind.

3.
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\_ ye 1

L ) — -

5
2. Beispiel. Entwickelung y = x* 4 . ... oder x = A3,

y=»M pQ}d)=3MN=0;0Q}) = 10 A = o sind die Gleich-

ungen fiir die Riickkehr- und Wendepunkte. Man setze fiir die
variirte Curve:

. . 10
p.A) = 302 — o), o, (A) =§(1 — ).
Dann wird:
X = —3ek 4 A8
y = 557‘).’—? a)\"—?--ql‘-{—)\"
u = l?:)'ql+ A?

10 5 2
. 2 __ 7 I 4 " )6

v = HenA 331 61)). +3k

Die Coordinaten der Riickkehrpunkte sind:
=+2i;  y=a(Zntlve)
Die Gleichung fiir die Parameter der Doppelpunkte ist:
®» 4 2x% + %x*(4a' —7) 4 4xa 4122416 = o,
5 19 A
WO B = i und » = Ve ist.
Die Discriminante dieser Gleichung ist:
e(n' —s) (267’ — 166)’,
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wo der erste Factor dem Zusammenriicken der zwei Spitzen, der
zweite dem Auftreten einer Schnabelspitze, der dritte dem Auf-
riicken einer Spitze auf einen gewdhnlichen Curvenzweig entspricht.

Fir n = o erhilt man, wenn ¢ negativ ist, isolirte Doppel-
punkte in

X = 4sV—¢; y=}3§sl/—s.

Der Realititsindex ist = 1.

Ich fiige noch die Gleichung einer adjungirten Curve dritter

Ordnung (s. oben) an, die schematisch (punktirt) eingezeichnet ist :
(v —ax) (x —B) = x(x — 78
8e b _ 2
= 57
ist, und lasse hier einige Typen folgen (die Ordinaten sind im
10 fachen Masstab der Abscissen aufgetragen):
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Die entsprechenden reciprocen Formen, die durch Auftragen

von » und 10v als rechtwinkligen Coordinaten entstehen, sind:

il
i

L]
3 Beispiel (Schnabelspitze): y = x* 4+ x* 4 .. .. oder
x = A, y = M 4 A
Fiir p, = 22,
_ 15 13, . 8 b
o =@+ 50 0—s) = E—(A + pha + 5),
wo a = 1—-18§ § b= ——?—e gesetzt ist, wird:
,
X — A u=§bk+2ak’—{—%l’

y=Db3 4 at )8 Vo= g).’ + az* + gk’.
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Ze

Die Parameter des Doppelpunktes sind: A = — & = 3

Die Gleichung fiir die Beriihrpunkte der Doppeltangente lautet:
o=(% N —2ak —2b) 4+ (-Z-x__a)(:mv+1§bx + ab),
Ihre Discriminante zerfillt wieder in Factoren:
bat — 22b) @ 45y,

deren Verschwinden dem Auftreten einer Schnabelspitze, dem
Zusammenriicken zweier Wendepunkte und dem Falle, dass eine
Wendetangente noch einmal beriihrt, entsprechen  Der Realitiits-
index ist = o.

Die folgenden Typen zeigen den Ubergang von positiven
Werten von & durch Null zu negativen (die Ordinaten sind in
doppeltem Masstab aufgetragen):

(1% 4

Die Zerfillung der Discriminanten der Singularititengleichun-
gen fiir die hier betrachteten hesonderen rationalen Curven, die
inzwischen Herr F. Meyer (Math. Ann. Bd. 38) auf allgemeine
rationale ausgedehnt hat, besitzt insofern eine weitere Bedcutung,
als sie den algebraischen Kern einer bekannton Relation zwischen
den reellen Singularititen einer algebraischen Curve, die Herr
F. Klein aufgestellt hat (Math. Ann. Bd. 10), wenigstens fir ra-
tionale Curven blosslegt.

Tibingen, im Juli 1892,



Uber die constructiven Postulate der Raumgeometrie
in ihrer Beziehung zu den Methoden der Darstellenden
Geometrie.

Von G. Hauck in Berlin.

Einleitung.

Fiir das Arbeitsgebiet der Darstellenden Geometrie sind haupt-
siichlich zwei Gesichtspunkte massgebend : 1) die Aufgabe, gegebene
drei-dimensionale Objecte durch zweidimensionale Gebilde darzu-
stellen oder abzubilden, 2) die Aufgabe, die ideellen raéumlichen Con-
structionen, welche bei der Losung von geometrischen Problemen
zuniichst nur in der inneren Vorstellung vollzogen werden, praktisch
zu verwirklichen.

Man geht bei dem gewdhnlichen Lehrgang in der Regel von
der ersten Aufgabe aus, indem man, ankniipfend an den natiir-
lichen Sehprocess die verschiedenen Abbildungsmethoden ent-
wickelt, und behandelt dann die zweite Aufgabe auf Grund der
ersten, indem man die Constructionen, die eigentlich an den
Raumobjecten selbst zu vollziehen wiren, in deren Abbildungen
ausfihrt.  Auch der geschichtliche Entwicklungsgang der Wissen-
schaft weist auf diesen Weg als den naturgemissen; der Begriff
der Projection stand bereits zur Verfiigung, als die wissenschaft-
liche Behandlung der zweiten Aufgabe in Angriff genommen wurde.

Trotzdem bietet der Versuch, den umgekehrten Weg zu
gehen, das heisst:  die zweite Aufgabe an die Spitze zu stellen
und unabhéngig von dem Begriff der Abbildung zu behandeln,
cin hohes Interesse.  Das Bestreben, die ideellen Raumconstruc-
tionen zu realisiren, hat an und fiir sich mit dem Sehprocess
nichts zu schaffen. Erst durch die Behandlung dieser Aufgabe
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a priori, wie sie im folgenden versucht werden soll, gewinnt man
ein klares Urteil iber die innere Notwendigkeit der Methoden,
die zur Losung der Aufgabe dienen; man erkennt, was an den
ihnen zu Grunde liegenden Anschauungen notwendig und aus
welchen Zweckmissigkeitsgriinden das Nicht-notwendige aufge-
nommen ist.

Man wird bei einem solchen Versuche von den ideellen con-
structiven Postulaten der Raumgeometrie ausgehen missen, welche
man auf wirklich vollziehbare Operationen zu reduciren bestrebt
sein wird.

Eine Erorterung jener Postulate méchte schon an sich an-
gezeigt erscheinen. Es will mich bediinken, als ob dariiber viel-
fach eine gewisse Unbekiimmertheit und Unklarheit herrschte,
und als ob namentlich die Verschiedenheit, die in dieser Bezieh-
ung zwischen den Anschauungen der Euklidischen Geometrie und
der neueren Geometrie besteht, nicht geniigend zum Bewusstsein
gekommen wire. Wihrend den Aziomen der Geometrie die
eingehendsten Untersuchungen gewidmet worden sind, hat man
sich hinsichtlich der Postulate meist nur auf die Constructionen
in der Ebene beschrinkt (Mascheroni, Steiner). Das Problem der
Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene
scheint mir in seiner fundamentalen Bedeutung fiir die rdumlich-
constructive Geometrie, wie sie bei den folgenden Betrachtungen
zu Tage treten wird, bisher nicht geniigend gewiirdigt worden
zu sein.

§ 1. Die constructiven Postulate der Euklidischen und der
neueren Geometrie.

Euklid stellt zuniichst fiir dic Ebene die Postulate auf: Es
sei moglich,

1) von jedem Punkt nach jedem andern eine gerade Linie
zu ziehen,

2) eine begrenzte gerade Linie stetig gerade fort zu ver-
liingern,

‘3) aus jedem Punkte in jedem Abstande einen Kreis zu
beschreiben.
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Diese Postulate iibertragen sich dann auch auf den Raum,
insoferne sich ihre Giltigkeit auf jede durch drei Punkte bestimmte
Ebene erstreckt. Euklid denkt sich also, es sei immer moglich,
durch irgend drei beliebige Punkte des Raumes eine Ebene zu legen
und in thr die Conslructionen der ebenen Geometrie auszufiihren.
Man konnte diese letztere Forderung, die Euklid zwar nicht direct
ausspricht, deren Voraussetzung aber aus seinen thatsichlichen
Constructionen folgt, zu den obigen drei planimetrischen Postu-
laten noch als erginzendes stereometrisches Postulat hinzufiigen.

Jede ausgedehntere rdumliche Construction setzt sich aus
gewissen Fundamentalconstructionen zusammen. Von diesen ist
die bedeutsamste die Bestimmung der Schnittlinie zweier Ebenen
oder des Schnittpunktes einer geraden Linie mit ciner Ebene.
Da sich jede dieser zwei Aufgaben unmittelbar auf die andere
zurtickfiithren ldsst, so ist es gleichgiltig, welche man als die
urspriingliche nimmt. Wir geben im folgenden der zweiten den
Vortritt und bezeichnen sie kurz als ,,Schnitipunktproblem*.

Merkwiirdigerweise gibt sich nun  bei Kuklid, dessen
constructiver Inhalt iiberbaupt ein beschrinkter ist, nirgends
ein Anlass zur Anwendung jener zwei Aufgaben, so dass er
keinen Grund hat, sich iberhaupt mit denselben zu befassen.
Dagegen gibt er die Losung der Aufgabe: auf cine gegebene
Ebene von einem ausserhalb derselben gegebenen Punkt cine
Senkrechte zu filllen, — mit deren Hilfe sich das Schnittpunkt-
problem sofort erledigt.

Um von einem Punkt 4 (vergl. Fig. 1)
eine Senkrechte auf cine Ebene P zu fillen,
zicht man in P eine beliebige Gerade BC, Y
fillt (in der durch BC und A bestimmten
Ebene) AD | BC, errichtet (in der Ebene P) ¢
DE | BC und fillt (in der durch 4D und Fig. 1.

DE gedachten Ebene) AF | DE: so ist AF dic verlangte
Senkrechte.

Soll nun der Schnittpunkt ciner Geraden mit ciner Ebene
bestimmt werden, so fillt man (vergl. Fig. 1) von cinem beliebigen
Punkt 4 der gegebenen Geraden die Senkrechte AF auf die ge-
gebene Ebene und errichtet in der durch die Gerade und die

/
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Senkrechte gedachten Ebene auf AF in F cine Senkrechte: so
schneidet diese die gegebene Gerade in dem gesuchten Schnitt-
punkt S.

Es mochte vielleicht auffallend oder gar paradox erscheinen,
dass die Losung dieser Aufgabe, die wir doch als lineare Auf-
gabe zu betrachten gewdhnt sind, die mehrfache Anwendung des
Zirkels verlangt. Eine Losung, die bloss mit geraden Linien
operirt, ldsst sie nicht zu.

Es hingt dies eben mit den durch die Euklidischen Postulate
gegebenen Constructionsbedingungen zusammen und dirfte in
letzter Instanz zu der Theorie der Ebene in Beziehung zu
bringen sein.

Mit der Anschauungsweise der neueren Geomelrie steht es
allerdings in directem Widerspruch. Diese hilft sich denn auf
einfache Weise dadurch, dass sie fiir ihre Constructionen das
neue Postulat einfiithrt: es sei mit einer Geraden und einer Ebene
eo ipso auch deren Schnittpunkt, oder mit zwei Ebenen eo
ipso auch deren Schnittlinie bestimmt. Der Begriff ,,linewre Con-
struction® wird von der Ebene auf den Raum iibertragen; wiih-
rend er aber dort die blosse Beniitzung von geraden Linien in
sich schliesst, kommt im Raum noch die Ebene hinzu, und es
wird nun, entsprechend dem analytischen Ursprung jenes Be-
griffes der Schnitt zweier Ebenen oder einer Ebene mit einer
Geraden ganz ebenso postulirt wic in der Ebene der Schnitt
zweier Geraden.

Es findet sich zwar dieses Postulat meines Wissens nirgends
ausdriicklich ausgesprochen, es wird nur stillschweigend, vielleicht
auch unbewusst angenomamen. Aber iiber scine thatsachliche An-
nahme kann kein Zweifel bestehen. Wenn man z. B. sagt, durch
den Schnitt eincs Ebenenbiischels mit einer geraden Linie sei
eine Punktreihe bestimmt, so denkt niemand daran, die einzelnen
Schnittpunkte alle erst durch besondere Constructionen zu er-
mitteln, sondern die Schnittpunkte sind mit dem Ebenenbischel
und der Geraden eo ipso vorhanden. Schon das Dualititsprincip
verlangt mit Notwendigkeit eine Gleichberechtigung zwischen
Punkt und Ebene; wenn daher die Bestimmung der Verbind-
ungslinie zweier Punkte postulirt wird, so muss notwendig das-
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selbe auch fiir die Schnittlinie zweier Ebenen verlangt werden.
Wihrend also das in Frage stehende Postulat vom Standpunkt
der Euklidischen Geometrie als iiberflissig und daher unzulassig
bezeichnet werden muss, kann vom Standpunkt der neucren
Geometrie seine Berechtigung nicht beanstandet werden. Nur
darf es nicht versteckt unterschoben, sondern muss offen ausge-
sprochen werden.

Die stillschweigende Annahme des Schnittpunkipostulales
durch die neuere Geometrie, verbunden mit dem Umstand, dass
Euklid die betreffende Aufgabe nicht ausdriicklich behandelt, gibt
wohl die Erklirung fiir die in der Einleitung erwihnte Unsicher-
heit und Unbekiimmertheit, die sich vielfach hinsichtlich der con-
structiven Postulate der Raumgeometrie bemerkbar macht.

§ 2. Reducirung der Euklidischen Postulate.

Wir halten vorerst an den Kuklidischen Postulaten fest und
gehen darauf aus, die auf sic gegriindeten ideellen Raumecon-
structionen in eine fiir die praktische Ausfithrung geeignetere
Form zu bringen. Man wird zu diesem Zwecke vor allem be-
miht sein, das Construiren in allen moglichen Ebenen in Weg-
fall zu bringen, indem man jene Constructionen samtlich auf eine
und dieselbe Ebene zu iibertragen sucht. Dies ist in der That
moglich: man kann die Constructionen so reduciren, dass man
nur in einer einzigen, ein fiir allemal bestimmten Ebene zu
zeichnen hat und dass von Operationen im Raum nur das Ziehen

von geraden Linien und das Abmessen von Punktabstinden

(mittelst Stechzirkel oder Masstab) verbleibt.

Bei dieser Reduction kommt dic Hilfsaufgabe der Bestimmung
des Schnittpunktes einer Geraden mit einer Ebene fortgesetzt zur
Anwendung. Da sic nach der in § 1 gegebenen Losung das
Zeichnen in 4 verschiedenen Ebenen erfordert, so erscheint es
zweckmiissig, sich zuerst mit dieser Fundamentalaufgabe zu be-
fassen.

Man wird zuniichst versuchen, das Anwendungsgebiet der
etwas umstindlichen Construction moglichst einzuschrinken. (Da-
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zu mag vorgreifend gleich bemerkt werden, dass, auch wenn man
im Sinne der neueren Geometric den Schnittpunkt einer Geraden
mit einer Ebene als co ipso gegeben postulirt, man auch hier gut
thun wird, das Mass der Forderung nur auf das Notwendigste
zu beschrinken.) In dieser Hinsicht ldsst sich nun leicht zeigen,
dass es nur erforderlich ist, dic Schnittpunkte der Strahlen irgend
eines Strahlenbiindels mit einer eingigen Ebene durch die hewusste
Construction (bezw. durch Postulat) zu bestimmen; fiir jede an-
dere Gerade und Ebene crgibt sich dann der Schnittpunkt durch
eine einfache Linenconstruction. Bezeichnen wir das Centrum
jenes Strahlenbiindels als Hauptpunkt, dic Strahlen als Haupt-
strahlen, ferner jene einzige Khene als Hauptebene, so gestalten
sich die betreffenden Linienconstructionen wie folgt:

Um den Schnittpunkt S einer beliehigen Geraden 4 B (vergl.
Fig. 2) mit der Hauptebene P zu finden, zieht man nach zwei
beliebigen Punkten A, B der Ge-
raden Strahlen vom Hauptpunkt O,
bestimmt deren Schnittpunkte a, b
mit der Hauptebene: so schneidet
die Verbindungslinie ab die ge-
gebene Gerade in dem gesuchten
Spurpunkt S.

Um ferner (vergl. Fig. 2) den
Schnittpunkt T einer Geraden 4 B
mit einer beliebigen, durch drei Punkte C, D, E bestimmten
Ebene zu finden, zieht man nach den fiinf Punkten 4, B, C, D,
E Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte a, b, ¢, d, e
mit der Hauptebene. Schneidet dann die Linic ab den Umfang
des Dreiecks c¢de in fund g, und zieht man O fund Og, welche
die entsprechenden Sciten des Dreiecks CD E in F und G
schneiden, so erhélt man im Schnittpunkt der Linie F' G+ mit der
Geraden 4 B den gesuchten Punkt T.

Hiernach bleibt die Anwendung der in § 1 besprochenen
Construction nur auf die Schnittpunkte von Hauptstrahlen mit
der Hauptebene beschrinkt. — Man wird also weiter bestrebt
sein, ydie genannte Construction in dieser Begrenzung so zu
modificiren, dass nur in der Hauptebene gezeichnet zu werden

Fig. 2.
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braucht und im Raum nur Linien zu ziehen und Punktabstinde
zu messen sind.

Zunichst ldsst sich die Euklidische Losung der Hilfsaufgabe
—- von einem Punkt O eine Senkrechte auf eine Ebene P zu
fillen — folgendermassen modificiren: Man verbindet (vergl.
Fig. 3) den Punkt O mit drei
beliebigen Punkten p, ¢, r der
Ebene P und klappt die zwei
Dreiecke pg O und pr O in
die Ebene um, indem man die
Abstinde p 0, ¢O, r O abmisst
und ausp, ¢, r mit den betref-
fenden Abstinden Kreisbogen
in der Ebene P beschreibt, welche sich in , und £, schneiden.
Fillt man dann von O, und O, auf pg und pr Senkrechte,
welche sich in © schneiden, so ist Ow die verlangte Senkrechto.

Hat man nun den Schnittpunkt irgend eines Hauptstrahles
04 mit der Hauptebene zu bestimmen, so fillt man ausser der
ein fiir allemal bestimmten Senkrechten Ow nach demselben Ver-
fahren auch noch vom Punkt A4 die Senkrechte 4a auf die
Hauptebene. Zieht man dann wa, so schneidet diese den Haupt-
strahl 0 4 im gesuchten Schnittpunkt a.

Nach diesen Vorbereitungen hilt es nunmehr nicht schwer,
allgemein bei jeder Euklidischen Raumconstruction die in allen
moglichen Ebenen sich bewegenden planimetrischen Operationen
in eine einzige Ebenc zu iibertragen. Es geschieht dies mittelst
des Umklappungsverfahrens. Als Constructionsebene dient wieder
die Hauptebene:

Die Ebene im Raum, in der eine planimetrische Operation
auszufiihren sei, sei bestimmt durch die drei Punkte 4, B, C
(vergl. Fig. 4. Um zuniichst die Spurlinie der Ebene zu er-
halten, bestimmt man die Spurpunkte der Linien 4 B, BC, C4
auf die oben (S. 45, Mitte) angegebene Weise: Zieht man nach
A4, B, C Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte a, b,
¢ mit der Hauptebene, so schneiden sich ab und 4 B, be und
BC, ca und CA in den drei Spurpunkten S, T, U, welche in
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einer Geraden liegen, niimlich in der Spurgeraden der Ebene
ABC. Man kann nun die Umklappung A BE des Dreiecks A B C
um diese Spurgerade zeichnen, indem man die Strecken S4,
SB, UA, UC abmisst,
aus § mit §4 und aus
U mit UA Kreisbogen
beschreibt, die sich in ¥
schneiden, endlich auf
S und U A dieStrecken
8B = SB und UG =
UC auftriigt. Die iibri-
gen Punkte der Drei-
ecksebene, die bei der
auszufithrenden  Con-
struction ins Spiel kom-
men, z. B. X, werden dann in die Umklappung dbertragen, in-
dem man X B und X C zieht, welche die Spurgerade in ¥ und
W schneiden migen, ferner V8B und WE zieht, welche sich
in X schneiden. Vollzieht man sodann die verlangte planimetrische
Construction in der Hauptebene, so hat man schliesslich die re-
sultirenden neuen Punkte auf umgekehrtem Wege aus der U~
klappung in den Raum zu iibertragen. Ist also X ein resultiren-
der Punkt in der Umklappung, so zieht man X8 und X€, welche
die Spurgerade in ¥ und W schneiden, zieht ferner ¥V'B und
W, welche sich im Raumpunkt X schneiden.

Hiemit ist nun bewiesen, dass die constructiven Postulate
FEuklids reducirt werden konmen auf die folgenden einfacheren:
Es sei moglich,

1) ¥m Raum Punkte durch Linien 2u verbinden, die Linien
beliebig zu verlingern und Strecken auf ithnen absumessen.

2) in ener einzigen Ebene Kreise zu beschreiben.

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass der
Versuch, die Operationen der Euklidischen Geometrie auf die Be-
niitzung einer einzigen Constructionsebene zu reduciren, schon
bei dem Schnittpunktproblem ganz von selbst auf den Begriff der
nProjection gefiihrt hat, insoferne man das Hauptstrahlenbiindel
als projicirendes Strahlenbiindel, dic Hauptebene als Projections-

Fig. 4.
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ebene auffassen und also z. B. in Fig. 2 Dreieck ¢de als Pro-
jection von Dreieck C D E betrachten kann. Hier ergibt sich
also der Begriff der Projection direct aus der Aufgabe, die
ideellen Raumconstructionen praktisch zu verwirklichen, ganz unab-
hiéngig vom Sehprocess, aus dessen mathematischer Abstraction
jener Begriff in der Regel abgeleitet wird.

§ 3. Weitere Reduction mit Hilfe des Schnitt-Punktpostulates.
Methode der cotirten Projectionen.

Die Constructionen auf noch einfachere Operationen im Raum
als das Ziehen von geraden Linien und das Abmessen von Strecken
zuriickzufiihren, ist, wie wir sehen werden, nicht moglich, solange
wir an den Euklidischen Postulaten festhalten; es kann aber er-
moglicht werden durch Annahme des Schnittpunktpostulates.

Der niichste Schritt zur weiteren Reduction wiirde der Ver-
such sein, das Ziehen von Geraden und Abmessen von Strecken
im Raum ausschliesslich auf Hauptstrahlen zu beschrinken. Be-
zeichnet man den Abstand eines Punktes von seiner Projection
als seine ,,Cote’, (unter Verallgemeinerung des mit dieser Be-
zeichnung gewdohnlich verbundencn Begriffs), so kommen bei dem
Abmessen offenbar bloss Coten in Betracht; denn die Linge
einer heliebigen auf einem Hauptstrahl licgenden Strecke ergibt
sich als Differenz der Coten ihrer Endpunkte.

Mustert man nun die im vorigen Paragraphen besprochenen
Constructionen, so scheinen sich dieselben in der That leicht der-
art modificiren zu lassen, dass von Operationen im Raum nur
das Ziehen von Hauptstrahlen und das Abmessen bezw. Auftragen
von Coten zwr Anwendung kommt. Die Modification besteht
darin, dass man das Ziehen von anderen Raumgeraden und das
Abmessen von Raumstrecken in den Umklappungen ihrer pro-
jicirenden Ebenen vornimmt.

Was zuerst die Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden
mit einer beliebigen Ebene anlangt (vergl. Fig.2, 8.6), so waren,
um den Schnittpunkt I’ zu gewinnen, im Raum die Linien CE,
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DE, FG zu ziehen. Dies kann nun dadurch umgangen werden,
dass man sich zuerst die Cotenlingen fF und gG ermittelt, in-
dem man die projicirenden Dreiecke ceO und deO umklappt, (man
misst z. B. die Coten ¢c0O, ¢C, €0, eE ab, setzt daraus die Um-
klappnng von Dreieck ceO samt der Linie CE zusammen, zeichnet
die Linie fO mit Schnittpunkt F' ein und misst fF ab). Sind
die Lingen von fF und gG gefunden. so ist cs weiterhin leicht,
die Umklappung der projicirenden Ebene abO mit sidmtlichen in
ihr liegenden Linien zu zeichnen, wodurch man die Projection ¢
sowie die Linge der Cote ¢TI des gesuchten Schnittpunktes ge-
winnt. Schliesslich erhdlt man dann dein Punkt 7 im Raum,
indem man den Hauptstrahl Of¢ zieht und auf ihm die Cote ¢T
auftriigt.

In #ihnlicher Weise lidsst sich die (durch Fig. 4, S. 8) illustrirte
Lisung der Aufgabe modificiren: ein beliebig im Raum liegendes
Dreieck ABC in die Hauptebene umzuklappen und umgekehrt
einen Punkt X der Umklappung in den Raum zu iibertragen.
Um zuniichst die Spurgerade SU zu finden, klappt man das pro-
jicirende Dreieck abO samt den Punkten 4 und B um, alsdann
ergibt sich Punkt S als Schnittpunkt der Linie ab mit der Um-
klappung von 4B. Analog bestimmt sich U mittelst Umklappung
des Dreiecks acO. Da diese zwei Umklappungen zugleich die
wahren Lingen von S4 und 8B, U4 und UC enthalten, so kann
nunmehr diec Umklappung AYVE des Dreiecks ABC sofort ge-
zeichnet werden. Um weiter den Raumpunkt X aus seiner Um-
klappung X zu erhalten, bestimmt man zuerst die Projection z,
indem man X8 und X§ zieht, welche die Spurgerade in ¥ und
W schuneiden, dann Vb und We zieht, die sich in z schneiden.
Endlich bestimmt man die Cotenlinge 2X, indem man das pro-
jicirende Dreieck zcO umklappt, in der Umklappung Punkt ¢
eintrigt und WC zieht, welche von der Umklappung von £0 die
gesuchte Cotenlinge abschneidet. Punkt X im Raum ergibt
sich dann durch Auftragen der Cote zX auf dem Hauptstrahl Qz.

Man beachte bei diesen Modificationen wohl, dass, wihrend
es sich vorher nur um ein Abmessen von Strecken im Raum
handelte, nunmehr auch das Awuftragen von Strecken auf Haupt-
strahlen ins Spiel kommt.

4
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Nun darf aber nicht vergessen werden, dass in allen diesen
Construotionen noch die vorherige Bestimmung der Projectionen
der einzelnen Raumpunkte, also die Bestimmung der Schnittpunkte
von Hauptstrahlen mit der Hauptebene steckt. Die Liosung dieser
letzteren Aufgabe aber, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben
wurde (vergl. Fig. 3, S. 7), lasst sich in keiner Weise auf das blosse
Ziehen von Hauptstrahlen und Abmessen von Coten zuriickfihren.
Wir kommen also zu dem Schluss, dass die versuchte Reduction
nicht moglich ist, solange man an den Euklidischen Postulaten
festhdlt, dass sie aber moglich wird, sobald man das Postulat der
neueren Geometrie fir Hauptstrahlen und Hauptebene adoptirt.

So gelangt man dazu, die folgenden neuen Postulate betreffs
der im Raum zu vollzichenden Operationen aufzustellen :

Es sei moglich, von einem festen Punkt (Hauptpunkt) einen
Strahl nach jedem Punkt des Raumes zu ziehen, dessen Schnitt-
punkt mit einer festen Ebene (Hauptebene) zu bestimmen und
auf ihm eine Strecke abzumessen und aufzutragen.

Oder anders ausgedrickt:

Fiir jeden Punkt des Raumes sei dessen auf ein gegebenes
Projectionssystem bezogene Projection bestimmbar wund seine Cole
abmessbar und auftragbar.

Damit sind wir nun zu der darstellend-geometrischen ,, Me-
thode der cotirten Projectionen® gelangt.

Bei der praktischen Verwertung der Methode wird der Haupt-
punkt oder das Projectionscentrum am bequemsten im Unendlichen
in zur Hauptebene senkrechter Richtung angenommen, wodurch
sich die vorbesprochenen Fundamentalconstructionen principiell
nicht éndern, wohl aber erheblich vereinfachen.

Auch die axonometrische Constructionsmethode kann in ge.
wissem Sinn unter denselben Gesichtspunkt untergeordnet werden.

§ 4. Die Methode der doppelten Projection.

Bei der zuletzt vorgenommenen Reduction blieb als Restbe-
stand von Operationen im Raum 1) das Zichen von Strahlen in
cinem bhestimmten Strahlenbiindel, 2) das Abgreifen und Auftragen
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von Massen auf diesen Strahlen. Das zweite ist jedenfnlls cine
weniger einfache Operation als das erste. Man kann daher ver-
suchen, die Constructionen noch weiter zu modificiren dadurch,
dass man die zweite Operation in Wegfall bringt .und an ihre
Stelle eine zweite Auflage der crsten Operation treten liisst.

Man wird also neben dem aus Hauptstrahlenbindel und
Hauptebene bestehenden ersten Projectionssystem noch ein zweites
Hauptstrahlenbiindel einfiihren, welches mit einer zweiten Haupt-
ebene ein zweites Projectionssystem bildet. Der Einfachheit halber
kann man (vergl. Fig. 5) den zweiten Hauptpunkt 0’ in der ersten
Hauptebene P annehmen und die zweite Hauptebene P durch
den ersten Hauptpunkt O legen.

Die gegenseitige Lage der Hauptebenen und Hauptpunkte
mag man sich etwa dadurch bestimmt denken, dass die gemein-
schaftliche Schnittkante g der Hauptebenen (Grundschnitt), der
von ihnen gebildete Winkel w0, und in jeder Hauptebene der be-
treffende Hauptpunkt gegeben sei. Ks ist alsdann leicht, die Ent-
fernung 00' der zwei Hauptpunkte zu bestimmen. Fiillt man
nimlich (vergl. Fig. 5) in P' von O die
Senkrechte Om auf g und errichtet in P
auf g im Punkt m eine Senkrechte, welche
die durch O0' mit g gezogene Pa-
rallelen in # schneidet, so enthilt
Dreieck Omn bei m den Winkel w, Dreieck
On0' ist bei n rechtwinklig; beide Dreiccke
konnen also in wahrer Gestalt gezeichnet
werden, wodurch sich die Liange von 00 ergibt.

Es ist noch daran zu erinnern, dass gemiss den Eridrterungen
in § 2 fiir die zweite Hauptebene nicht das Schnittpunktpostulat
vorauszusetzen ist. In der That erkennt man (vergl. Fig. H), daxs
wenn a und a' die beiden Projectionen cines Raumpunktes A4
sind, die Linien Oa' und O'a sich in cinem Punkt p des Grund-
schnitts ¢ schneiden miissen. Ist also in der ersten Hauptebene
die Projection a vermige des Schnittpunktpostulates bestimmt,
so findet sich die zweite Projection a' dadurch, dass man O'a bis
zum Schpitt p mit g zicht, dann Op zieht, welche von 04 in
a' geschnitten wird.

Fig. b.

4.
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Die bei der Methode der cotirten Projectionen erforderliche
Operation des Abmessens und Auftragens von Coten im Raum
kann nunmehr auf folgende Weise umgangen werden:

1) Ist (vergl. Fig. 5) die Linge der Cote a4 abzumessen,
so bestimmt man auch noch die zweite Projection a' des Punktes
A auf die oben angegebene Weise. Hierauf kann man (mittelst
der abgemessenen Strecke p O und der ein fiir allemal be-
stimmten 0'0) das Dreieck O'p O in die erste Hauptebene um-
klappen, in der Umklappung Punkt a‘ ecintragen, O'a’ und Oa
mit Schnittpunkt A einzeichnen und die umgeklappte Cotenlinge
a A abmessen.

2) Ist umgekchrt der Raumpunkt A4 mittelst Auftragens der
Cote a A auf dem Hauptstrahl Oa zu bestimmen, so zieht man
0'a bis p und pO. Hierauf klappt man Dreieck O'p O in die
erstc Hauptebene um, zieht in der Umklappung Oa, trigt auf ihr
ad gleich der gegebenen Cote auf und zieht 0’4 bis a’. Ueber-
trigt man dann Punkt @’ aus der Umklappung auf die Linie Op
in der zweiten Hauptebene, so bestimmt sich der Punkt 4 im
Raum als Schnittpunkt der zwei Hauptstrahlen Oa und O‘a’.

Man bemerke, dass die Functionen der zwei Hauptebenen
nicht gleichwertig sind. Wahrend die mit dem Schnittpunktpostulat
behaftete crste Hauptebene als die eigentliche Constructionsebene
fungirt, beschrinken sich die Operationen in der zweiten Haupt-
cbene lediglich auf das Ziehen von Strahlen durch O und
das Abmessen, bezw. Auftragen von Strecken (Coten) auf ihnen.
Es erscheinen also die vorher im Raum vollzogenen Abmessungs-
operationen nunmehr in die zweite Hauptebene verlegt. — Ubrigens
kionnen die Rollen der zwei Hauptebenen selbstverstindlich be-
licbig getauscht werden.

Wir sind mit diesem Verfahren zu der darstellend-geome-
trischen ,,Methode der doppelien Projection* gelangt.

Bei der praktischen Verwertung der Methode kénnen zum
Zweck der Vereinfachung der Constructionen die zwei Hauptpunkte
im Unendlichen in zum Grundschnitt senkrechter Richtung ange-
uommen und kann der Winkel 0 der zwei Hauptebenen gleich
90° gewdhlt werden, Man hat dann die ,,Grund- und Aufriss-
Methode von Monge.
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§ 5. Die Auffassungsweise der Darstellenden Geometrie.

Es ist schliesslich auf einen wesentlichen Unterschied zwischen
unserer seitherigen Betrachtungsweise und der gewdéhnlichen An-
schaunungsweise der Darstellenden Geometrie aufmerksam zu
machen, wodurch die an das Schnittpunktpostulat sich kniipfenden
Schwierigkeiten aufgehoben werden.

Die Euklidische Geometriec geht von der Vorstellung aus,
dass die Punkte im Raum in ihrer gegenseitigen Lage unmittel-
bar gegeben seien, und schliesst ihre ideellen Constructionen an
die Raumpunkte direkt an. Indem wir von dieser Auffassung
unseren Ausgang nahmen, mussten wir bei unseren Versuchen,
jene ideellen Constructionen durch Uebertragung auf eine einzige
Constructionsebene zu realisiren, die im Raum gegebenen Punkte
erst in Beziehung zur Constructionsebene setzen dadurch, dass
wir ihre Projectionen bestimmten.

Nun kénnen wir aber dieseVorstellungsfolge auch umkehren, in-
dem wir uns nicht die Punkte im Raum, sondern ihre Projectionen
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) urspriinglich gegeben
denken, so dass also die Punkte im Raum nicht unmittelbar,
sondern mittelbar durch jene Bestimmungselemente gegeben er-
scheinen. An Stelle der an die Raumpunkte ankniipfenden ideellen
Forderung der Bestimmung der Projectionen und Coten tritt dann
die ideelle Aufgabe, umgekehrt aus den gegebenen Projectionen
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) die Lage der Punkte
im Raum zn ermitteln, bezw. sich in der inneren Vorstellung zu
vergegenwartigen.

Dies ist nun in der That die gewohnliche Auffassungsweise
der Darstellenden Geometrie. Durch sie kommen die Bedenken,
die sich gegen die Annahme des Schnittpunktpostulates fiir die
Constructionsebene erheben lassen, in Wegfall. Denn die Frage,
wie denn nun eigentlich die Projection eines im Raum gogebenen
Punktes praktisch bestimmt werden soll, wird dadurch gegen-
standslos.

Berlin, den 5. August 1892,



Historische Studie Uber die organische Erzeugung ebener
Curven von den #ltesten Zeiten bis zum Ende des acht-
zehnten Jahrhunderts.

Von A. v. Braunmiihl in Miinchen.

Wenn ich es hier versuche eine kurze Skizze der Bestreb-
ungen zu entwerfen, die seit Entstehung unserer geometrischen
Wissenschaften darauf gerichtet waren, complicirtere Linien als
die Gerade und den Kreis auf organischem Wege zu erzeugen,
so kann es weniger mcine Absicht sein, Vollstindigkeit in der
Aufzidhlung der hiezu erfundenen Instrumente zu erreichen oder
gar eine eingehende Beschreibung und Kritik derselben von mecha-
nischem Standpunkte aus zu geben, als vielmehr diejenigen Mo-
mente in den einzelnen Entwicklungsepochen der Geometrie klar-
zulegen, aus denen das Bediirfois nach solchen Mitteln hervor-
ging. Dabei habe ich meine Untersuchung bis gegen Ende des
18. Jahrhunderts fortgefiihrt, weil bis dahin alle Vorbereitungen
getroffen waren, um eine systematische Begriindung der geometrischen
Bewegungslehre zu ermoglichen, die man heute in dem Namen
Phoronomie zusammenfasst.

Unsere Kenntnis von den geometrischen Bestrebungen der
Culturvilker beginnt ungefihr im siebenten Jahrhundert vor
Chr. mit dem Auftreten des griechischen Weisen Thales, dem
Griinder der jonischen Schule. Allein die Kenntnisse dieser
Schule, soweit sie sich aus den spirlichen Nachrichten ersehen
lassen, die auf uns gekommen sind, miissen noch als sehr pri-
mitiv bezeichnet werden, und fanden ihre weitere Ausbildung
erst in der italischen Schule, deren Griinder Pythagoras war
(569—468).
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Obgleich uns nur wenige Namen von hervorragenden Miénnern
aus jener Zeit bekannt sind, die zur Fiorderung unserer Wissen-
schaft beitrugen, so tritt doch der Charakter der letzteren bereits
mit grosser Deutlichkeit hervor, denn dic mathematischen Krifte
centralisirten sich damals bereits auf die Losung dreier Probleme,
die auch in der Folge die hervorragendsten Geister des ganzen
Altertums beschiftigten, und die Erweckung und Ausbreitung
der verschiedensten (Gedanken im Gefolge hatten. Es sind dies
das sogenannte delische Problem, ndmlich die Aufgabe einen
Wiirfel zu construiren, der doppelt so gross ist als ein gegebener,
dann das Problem, einen Winkel in drei oder mehr gleiche Teile
zu teilen und endlich die Quadratur des Zirkels.

Die intensive Beschiftigung mit diesen drei Problemen,
welche allen Versuchen einer Auflosung mittelst Zirkel und Lineal
beharrlichen Widerstand entgegensetzten, war es, die den scharf-
sinnigen Mathematikern des Altertumes den Gedanken an die
Erzeugung complicirterer Curven nahelegte, mit deren Hilfe die
Losung dieser Aufgaben gelingen sollte und auch mehr oder
weniger gelang. Das erste Problem, dessen sagenhaften Ursprung*)
wir tibergehen, wurde, nachdem es Hippokrates von Chios (um 450)
auf die Aufgabe zuriickgefiihrt hatte: zu zwei gegebenen Strecken
zwei mittlere Proportionalen zu construiren, von Plafo mittelst
eines Instrumentes geldst, das jedoch nur ein unsicheres Heraus-
probiren der gesuchten Losung ermoglichte. Diese von dem
Commentator Eutokius von Askalon**) stammende Nachricht (der
auch Platos Instrument abbildet) gibt wohl zum erstenmal Kunde
von einem Instrumente zur Ldsung geometrischer Aufgaben und
verdient deshalb hier wenigstens erwihnt zu werden, obgleich das-
selbe nicht zur Erzeugung einer Curve verwendet wurde.

Mit dieser empirischen Losung nicht zufrieden, suchten Plato’s
Schiiler nach neuen Mitteln, um die schwierige Aufgabe zu be-
wiltigen und fanden sie auch bald in den Kegelschnitten, deren
Entdeckung wahrscheinlich dem Mendichmus oder dem fast gleich-

*) Vgl. M. Cantor: Euklid u. sein Jahrhundert. Zeitschr. f. Math. u.
Phys. Jhrg. 12. Suppl., pg. 18.°

##) Eatocii Ascalonitae in Archimedis libros de sphaera et cylindro atque
ailos quosdam Commentaria. Basileae 1542. pg. 15.
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zeitigen Aristaeus, (im 5. Jahrhundert) der 5 Biicher iiber die
Kegelschuitte schrieb, zuzuerkennen ist. Mendchmus liste das
delische Problem auf zwei Arten, indem er einmal zwei Parabeln
und dann eine Parabel und eine Hyperbel verwendete, und da
diese Methoden nur dann praktisch angewendet werden konuten,
wenn Instrumente erfunden waren, welche eine mechanische Er-
zeugung dieser Curven gestatteten, so werden wir kaum fehlgreifen,
wenn wir die Erfindung der ersten Kegelschnittzeichner bereits
in die Zeit des Mendchmus verweisen. In der That bemerkt auch
Eratosthenes an einer Stelle, dass Mendchmus zur Construction
seiner Curven Instrumente gebraucht habe, iiber deren Beschaffen-
heit er aber leider nichts verrit*).

Zur Behandlung des zweiten Problems, der sogenannten Tri-
section des Winkels, wurde, wie Proklus in. seinem Commentar
zum Euklid angibt, von Hippigs, einem Zeitgenossen des Sokrates,
eine transcendente Curve erfunden, die auch Dinostratus, der
Bruder des Mendchmus, sowohl auf dieses Problem, als auch zur
Quadratur des Kreises anwandte. Von letzterer Verwendung er-
hielt sie den Namen Quadratrix des Dinostratus. Dass die Alten
auch diese neue Curve, wie es wahrscheinlich ist, mechanisch er-
zeugten, dariiber findet sich allerdings in der Literatur keine
Spur, dagegen wurde man durch die Neuerfindung dieser und
dhnlicher krummer Linien zu der bekannten Einteilung derselben
in Classen **) gefiihrt, indem man die Gerade und den Kreis als
sebene Orter, die Kegelschnitte als ,korperliche Orter* und
die ibrigen Curven als ,lineare Orter* bezeichnete, welch letztere
man auch nach ihrer Erzeugung ,,mechanische* nannte. Diese
Einteilung der Orter findet sich vorzugsweise auch in jenen
Schriften wieder, welche zur Zeit der Glanzperiode der griechischen
Mathematik verfasst wurden, die mit der Griindung der Alexan-
drinischen Schule durch Ptolemidus Lagi begann und die Heroen

*) Eutokius 1. e. p- 22. fiihrt einen Brief des Eratosthenes an den Konig
Btolemaeus von Aegypten an, in welchem jener sagt: ,Accidit enim omnibus
his (Bearheitern des Problems) descripsisse demonstrative, verum non posse,
quae invenerunt, manu efficere, et in usum deducere, praeterquam in brevitate
Menaechmi: et haec difficulter.

**) Vgl. z. B. Newton: Arithmetica universalis Lugduni 1782 pg. 212,
und Chasles, Geschichte der Geometrie d. v. Sohncke, Halle 1839. pg. 2.
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der Mathematik des Altertumes, Euklid, Archimedes, Apollonius
und andere hervorbrachte. Aber leider haben wir gerade aus
dieser an geistiger Arbeit so reichen Epoche nur einen Bericht
iiber eine instrumentale Erzeugung einer Curve iiberkommen,
néimlich der sogenannten Conchoide oder Muschellinie des Niko-
medes. Dieser Mathematiker, der im 2. Jahrhundert vor Christus
lebte, nahm das delische Problem abermals in Angriff und gab
eine Construction desselben an, die uns Pappus*) und Eutokius
iiberliefert haben, und welche die Losung der Aufgabe erforderte,
durch einen festen Punkt eine Gerade so zu legen, dass das von
ihr durch zwei feste Linien abgeschnittene Stiick eine gegebene
Lange hat. Hiezu durfte man nur den Ort bestimmen, den der
eine Endpunkt jenes constanten Stiickes beschreibt, wenn der
andere die eine der beiden festen Linien durchlduft, wihrend die
Gerade sich um den festen Punkt dreht. Die durch den beweg-
lichen Endpunkt erzeugte Curve war jene Conchoide. Nikomedes
hat zu ihrer Construction ein Instrument erfunden, dessen Zusammen-
setzung aus der nebenstehenden
Fig. 1. ohne weiteres ersichtlich
sein wird, die wir aus des Euto-
kius Commentar pag. 24 ent-
nehmen**). Welch vielfachg Ver-
wendung diese leicht und sicher
zu erzeugende Curve spiter noch
fand, werden wir weiter unten
sehen, und bemerken hier nur,
dass sie Nikomedes auch zur
Lésung der Trisection des Winkels
verwendete, eine Losung, die zwar nicht erhalten ist, aber leicht
reconstruirt werden kann ***),

Fig. 1,

*) Pappi Alexandrini collectiones mathematicae. Ed. Commandinus.
Venetiis 1588. lib. 3. pg. 5, ferner lib. IV. pg. 55. — Eutokius 1. c. pg. 24.
**) Das von Nikomedes verfasste, leider verlorene Buch heisst mepl xoy-
£s8@v ypappev. M. Curtze hat in scinen Reliquiae Coppernicanae, Zeitschr.
f. Math. u. Phys. Bd. 29. die verschiedenen Stellen gesammelt, welche sich
iiber die Conchoiden in den uns iberlieferten Schriften der Alten finden.
***) Vgl. Cantor: Vorlesungen iiber Geschichte d. Mathematik, Leipzig 1880,
L pg. 306.
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Im Anschluss hieran erwihnen wir noch die Erfindung der
Cissoide oder Epheulinie durch Diokles, der ebenfalls im 2. Jahr-
hundert vor Christus lebte und mittelst dieser Curve das delische
Problem loste. Doch wissen wir nicht, ob er eine mechanische
Erzeugung der Curve gekannt hat, die erste uns iiberlieferte
rithrt von Newton her, worauf wir noch néher zu sprechen kommen.

Verfolgen wir die spirlichen Nachrichten, die von den spiteren
geometrischen Arbeiten der Griechen auf uns gekommen sind,
so finden wir erst um die Mitte des 5. Jahrhunderts nach Chr.
wieder eine interessante Notiz in den Commentaren, die Proklus
(410—485), Vorsteher der platonischen Schule in Athen, zu Ku-
klids Werken geschrieben. Dieser gibt né@mlich die mecha-
pische Erzeugung der Ellipse durch die Bewegung eines Punktes
einer Geraden an, deren Endpunkte auf zwei Schenkeln eines
Winkels hingleiten.*) Bei der praktischen Verwendung, die die
Griechen ihren geometrischen Erfindungen gaben, ist es wohl
kaum zu bezweifeln, dass des Proklus Gedanke auch mechanisch
ausgefiihrt wurde. Somit miissen wir ihm die Erfindung jenes
Principes fiir Kegelschnittzeichner zuschreiben, auf welchem bis
in die neueste Zeit herein unziéhlige Instrumente beruhen, die
sich nur durch die technische Ausfihrung unterscheiden.

An Proklus’ Ellipsenerzeugung schliesst sich die Erfindung
eines Instrumentes zur mechanischen Beschreibung der Parabel an,
dasvon Isidorus von Milet, einem Philosophen derselben Schule, her-
rithrt und von seinem Erfinder ebenfalls zur Losung der delischen
Aufgabe verwendet wurde. Der schon wiederholt erwihnte Eu-
tokius, ein Schiiler des Isidorus, der diese Nachricht iiberliefert
hat, gibt nur an, dass das betreffende Instrument die Gestalt des
griechischen A besessen habe **).

Das ist die geringe Ausbeute, die wir fiir unseren Zweck
aus dem Vermichtnis der griechischen Mathematiker auffinden
konnten. Mit der Verbrennung jener beriihmten Bibliothek in
Alexandria, der Metropole griechischer Bildung, durch den ara-

*) Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum Commentarii
Ed. Friedlein. Leipz. 1878 pg. 106.

**) Dies erwihat Eutokius bei Gelegenheit der Ausfiihrung der Construction
dos Mendchmus fiir die Wiirfelverdoppelung 1. c. pg. 21.
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bischen Chalifen Omar im Jahre 640 nach Chr. erlag die Cultur
des Altertums dem Verhdngnis, um nach kurzer Zeit gerade
wieder in dem Volke zu neuer Bliite zu gelangen, von dessen
Barbarei sie vernichtet worden war. Denn ‘kaum hundert Jahre
nach der Grindung des arabischen Weltreiches finden wir die
Wissenschaften unter den Abbasiden in hohem Aufschwung, und
pamentlich war es die Mathematik, dic die Araber, teils von den
Indern, teils von den Griechen tdberkommen, wenn auch mit
wenig selbstindigen Ideen bercichert, doch mit grossem Fleisse
und Sachkenntnis der Nachwelt iiberliefert haben.

Auch in der arabischen Literatur treten wieder die drei
berilhmten Probleme der Griechen in den Vordergrund, und es
sind uns verschiedene Lisungen derselben durch arabische Mathe-
matiker aus dem 11.Jahrhundert nach Chr. bekannt; dazu kommt
aber noch, dass die Araber die Losung der gesamten Gleichungen
dritten und einiger vierten Grades mittelst der Kegelschnitte
gaben, Untersuchungen, die uns erst in den letzten Decennien
namentlich durch Franz Wopcke bekannt geworden sind. Was
die instrumentale Erzeugung der Curven anlangt, so ist uns aus
der arabischen Literatur zuniichst die sogenannte Giirtner-Con-
struction der Ellipse mittelst einer in den beiden Brennpunkten
befestigten und durch den beschreibenden Stift gespannten Schnur
bekannt, die von dem jiingsten der drei Briider Mohammed, Ahmed
und Alhasan, den Sohnen des Musa Jbn Schakir, eines einfluss-
reichen Mannes am Hofe des Chalifen Almamun (regierte 813 bis
833) stammt.*)

Ausserdem hat uns Wopcke, der ausgezeichnete, leider zu
friith verstorbene Kenner der mathematischen Literatur der Araber
mit drei Abhandlungen tber einen allgemeinen Kegelschnittzirkel
(compas parfait) bekannt gemacht, die beziiglich aus dem 10., 11,
und 12. Jabrhundert von den Arabern Ahmed Jbn Mohammed
Jtn Abdel Djelil es-Sidjzi, Abou Sehl Oufdjen Jbn Ouestem el-
Kouhi und Mohammed Jbn Hocein stammen.**) In der im

*) Vgl. M. Cantor. Vorl. i. G. d. M. Bd. I. pg. 629 und Woepcke, Jour-
nal asiatique 1856. pg. 223.

**) Trois traités Arabes sur lo compas parfait, publiés et traduits par
Fr. Woepcke. Notices et extraits des manuscrits de la Bibliothéque national ot
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Manuscript voranstehenden Abhandlung des letzten der drei Ma-
thematiker findet sich die Abbil-
dung des Instrumentes, die wir
in Fig. 2 wiedergeben. Dieses
Instrument verdankt seine Ent-
stehung der von den Arabern
schon frihzeitig gemachten Be-
obachtung, dassdie Linien, welche .
der Endpunkt des Schattens eines Fig. 2.
Gnomons beschreibt, Kegelschnitte sind (vgl. 1. c. pag. 17.) Das
Instrument gibt also direct die Curve als Schnitt eines Kegels
mit einer Ebene; es besteht aus einer (in unserer Figur senk-
rechten) Axe, die unter einem beliebigen Winkel gegen die Zeich-
nungsebene eingestellt werden kann; auf dieser Axe sitzt eine
um dieselbe drehbare Hiilse auf, die einen Zirkelkopf trigt, um
welchen ein Zirkelfuss gedreht werden kann, der sich unter be-
liebigem Winkel gegen die Axe einstellen lisst und ein Rohrchen
trigt, in welchem ein langer Zeichnungsstift so verschiebbar ist,
dass dersolbe wihrend der Drehung des Instrumentes im Con-
tacte mit der Zeichenebene erhalten werden kann. Wihrend der
dlteste der drei Autoren, Ahmed Jbn Mohammed, das I[nstrument
nur ganz kurz beschreibt, behandeln es die beiden anderen ein-
gehend und bestimmen in iibersichtlicher und klarer Darstellung
die verschiedenen Stellungen, die die Teile des Instrumentes haben
miissen, um Gerade, Kreis, Parabel, Ellipse oder Hyperbel zu ver-
zeichnen.

Mohammed Jbn el Hocein teilt in einer Einleitung zu seiner
Schrift mit, dass die Alten (ob er darunter die Griechen oder
Vorfahren eigenen Stammes versteht, ldsst sich leider nicht ent-

autres Bibliothéques. 1874. t. 22. Das hier verdffentlichte Manuscript befindot
sich in der Bibliothek zu Leyden. Nr. 1076. Auf diese wichtige Verdffentlich-
ung wurde ich durch eine giitige Mitteilung des Herrn M. Cantor aufmerksam
gemacht. — Woepcke gibt als Einleitung zu seiner Ubersetzung cinc Ableitung
der Formeln, die zwischen dem Offnungswinkol dos Kegels @, dor Neigung
seiner Axc B gegen die Schuittebene, der grosson Axo 2a und dem Parameter
2p des Kegelschnittes hestehen, mittelst des Dandelin’schen Satzes. Diesen
Satz beniitzte in neuester Zeit Herr Hildebrandt zur Construction eines Kegel-
schnittzeichners; vgl. E. Fischer. Dingler polytechn. Journal Bd.282. pg. 241.
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scheiden) ein allgemeines Instrument zum Zeichnen der Kegel-
schnitte erdacht hitten, und dass er in einem Werke des be-
rithmten Abou’r Reihén el-Biroumi die Notiz gefunden habe, dass
Abou Sehl Ouidjen ein solches Instrument angab, dass er aber
das Werk des letzteren, worin es mitgeteilt sei, nicht habe auf-
finden konnen. Deshalb habe er sich selbst an die Erfindung
eines solchen Apparates gemacht, dieihm auch mit Beihilfe seines
Herrn des Scheik Abou’l Ma’ali Mouga Ben Jounos gelungen sei.
Das fragliche Werk des Abou Sehl ist nun aber gerade unsere zweite
Abhandlung, die also doch nicht so ganz unauffindbar gewesen
zu sein scheint! Dieselbe iibertrifft an Klarheit und Reichhaltig-
keit die des Hocein entschieden, zumal da Anweisungen gegeben
werden, wie mittelst des Instrumentes Kegelschnitte zu zeichnen
sind, die gegebenen Bedingungen geniigen.

Das Bediirfnis nach solchen Instrumenten war bei den
Arabern teils den Anforderungen der Kunst (vgl. 1 c. p. 21),
teils denen der Wissenschaft entsprungen. So fiithrt Woepcke
in seinem Werke L’Algébre d’Omar 1851. pag. 93 einen Mecha-
nismus an, dessen sich der Mathematiker Jbn Ahaitham zur Con-
struction eines Archimedischen Problems bediente, das auf die
Gleichung x* — cx® 4 a?b = o fiihrt und in Ahaithams Auf-
fassung die wenn auch unbewusste Construction einer Fusspunkten-
curve der Parabel verlangt. Ebenso haben die Araber, nach
Woepcke, die Kreisconchoide zu den Problemen dritten Grades
beniitzt, deren Kenntnis sie wahrscheinlich schon von den Griechen
iiberkamen.*)

*) Vgl. hieriiber auch M. Curtze: Reliquiaec Coppernicanae in der Zeitschr.
f. M. u. Ph. Bd. 19. pg. 449 und 450 und in der von ihm besorgten Heraus-
gabe des , Liber trium fratrum®, Nova Acta Acad. Caes. Leopold. Car. germ.
naturae curiosorum. t. 49. 1887 pg. 155. Hier wird die Trisection des Winkels
mittelst der von Woepcke als ,,géométrié mobile* bezeichneten Methodo geleistet.
Woepcke sagt hieriiber: ,Le procédé de la géométrie mobile consiste a faire
pivoter autour du point D) une régle, divisée en parties aliquotes du rayon,
jusqu’a ce que le nombre des parties interceptées entre la circonférence de cercle
et le prolongement de AB soit égal an nombre de ces parties qui correspond
4 la longuear du rayon.* Die Zeichnung des beschriebenen Ortes wiirde die
Kreisconchoide liefern. Dasselbe Verfahren findet sich dann wieder bei Cam-
panus in seiner Uebersotzung des Euklid und bei Jordanus Nemorarius im
13. Jabrhundert, der in seinem ,Liber de triangulis die Construction der drei
Briider wortlich reproducirt.
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Im Abendland, wo nur allmilig durch gelehrte Monche die
Wissenschaft der Araber in den Klostern Eingang gefunden hatte,
ohne jedoch in breitere Schichten des Volkes zu dringen, lag die
Geometrie noch lange Zeit tief darnieder, bis endlich vom Ende
des 15. Jahrhunderts ab, teils aus den Reihen der Praktiker *)
Minner wie Lionardo da Vinci und Albrecht Diirer auftraten, die
die geometrischen Wissenschaften forderten, teils Ubersetzer und
Commentatoren, wie Commandinus und der Grieche Maurolykus
die Geometrie der Griechen wieder aus ihrem tausendjihrigen
Schlafe erweckten, so dass die geometrische Forschung anfangs
zwar langsame Fortschritte machte, bald aber an Allgemeinheit
die griechischen Vorbilder iibertraf.

Fassen wir zuniichst die beiden eben genannten grossen
Kiinstler ins Auge, so tritt uns Lionardo da Vinci**) (1452 bis
1519) als der Erfinder des bekannten Ovalwerkes oder der Ellipsen-
drehbank entgegen, die in wenig verinderter Form noch heute
im Gebrauch ist; Albrecht Diirer aber gibt in seiner ,Under-
weysung der messung mit dem zirkel vi richtscheyt®, Niirnberg
1525, ausser verschiedenen Methoden die Kegelschnitte punkt-
weise zu construiren, zwei Instrumente zur Zeichnung von Curven
an. Das eine (Fig. 3) dient zur Zeich- .
nung einer von ihm ,muschellini* ge- a
nannten Curve 4. Ordnung, ,die in man-
cherley sachen zu brauchenn ist®. Das
in der Figur sichtbare Ridchen wird in
der horizontal liegenden Rinne, die in

32 Teile geteilt ist, verschoben, wiihrend :
der um die Axe des Riidchens drehbare 5
Zeiger lings der in 32 cbenso grosse Teile S
geteilten verticalen geschlitzten Schienc Fig. 3.

*) Die deutschen Bauhiitten des Mittclalters haben erwiesenermassen nach
bestimmten geometrischen Normen gearbeitet; S. Giinther: Zur Geschichte der
Math. im Mittelalter. Ztschr. f. M. u. Ph. Bd. 20. Hist. Abtl. pg. 2.

**) Dass Lionardo das Ovalwerk erfand, ergibt sich aus einer Bemerkung
in der Schrift Tomazzo's: Idea del tempio della pittura. 1590 pg. 17, woselbst
der Verfasser mit Rerufung, auf Melzi, einen Schiiler Lionardo’s, angibt, dass
derselbo das Ovalwerk construirt habe: ,Oltre di cio egli ritrovo larte
d’intornir gli ovali che ¢ cosa degna di molta maraviglia.
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jedesmal auf dieselbe Nummer eingestellt wird, auf welcher der Mittel-
punkt des Riidchens steht ; hiebei markirt die Spitze des Zeigers die
Punkte der Curve. Das zweite Instrument ist verfertigt ,damit
man an vil end fhoch [/ nyder [ zur seytten / fiir sich oder hynder
sich / eyne schlangenlini deuten vii reyssen mag.* Die in Fig. 4.
ersichtlichen Stangen kionnen an den ge-
teilten Riidern (deren Radien sich wie 4:
2}'s: V2 verhalten) unter beliebigen Winkein
eingestellt und ausserdem verlidngert oder
verkiirzt werden und lassen sich um die Axen
der Rider nach allen Richtungen bewegen.
Man erkennt, dass man mit diesem Instru-
mente je nach Stellung, Bewegung und An-
zahl der Stangen die verschiedensten cyklischen
Curven erzeugen kann, als deren Erfinder
also Diirer gelten muss.*) So erhdlt man
z. B. wenn die beiden mittleren Stangen fest-
gestellt, und nur die erste und letzte be- Fig. 4.
weglich gelassen werden, die Punkte einer gewihnlichen Epicykloide
mit einer Schleife, sobald man die beiden Arme um gleich viele
auf den Riidchen abzulesende Grade in
gleichem Sinne dreht. Diese Epicykloide
zeichnet Diirer und nennt sie eine ,spinnen-
lini*; ihre Erzeugung durch zwei aufeinander
rollende Kreise von gleichen Radien kennt
er jedoch noch nicht.

Wiihrend Lionardo und Diirer das
praktische Interesse im Auge hatten, tritt
uns in dem Venetianer Francesco Barozzi
(Barocius), dem Ubersetzer und Commen-
tator des Proklus und Heron ein Mathema-
tiker entgegen, der in seinem 1586 verfass.
ten Buche iiber Asymptoten**) zwei Apparate

*) 8. Giinther: Albrecht Diirer, einer der Begriinder der modernen Curven-
lebre. Bibliotheca mathematica v. Ennestrom. 1886. pg. 139.

**) Boziiglich der genaucren Citate verweise ich auf meine Notiz iiber
die ersten Kegelschnittzivkel.  Zeitschr. f. M. und Phys. B. 35. Hist. Abtl.
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zur Construction von Kegelschnitten angibt, die auf demselben
Gedanken beruhen, wie das von uns frither angefiihrte der Araber.
Barocius, der sein Instrument wahrscheinlich unabhingig von
seinen arabischen Vorldufern 1566 erfand, gibt daselbst auch
noch die Zeichnung und Beschreibung eines von einem Zeitge-
nossen Giulio Thieme (+1588) erfundenen Zirkels, dessen mangel-
hafte Abbildung wir aber hier nicht wiedergeben wollen. Das
in Fig. 5. abgebildete Instrument ist dem der Araber so dhnlich,
dass es ohne weitere Erkldrung verstindlich sein diirfte.

Ein #bnliches Instrument zum Zeichnen vou Ellipsen, wahr-
scheinlich fiir Handwerker bestimmt, findet sich in dem 1578
erschienenen Theatrum machinarum et instrumentorum von Bessoni,
ebenso schlecht gezeichnet als erkldart, woselbst auch ein Zirkel
zum Beschreiben von Spiralen angegeben ist. Doch halten wir
uns hierbei nicht linger auf und erwidhnen, der Zeit etwas vor-
greitend, den Kegelschnittzirkel des Astronomen Chyistoph Scheiner
(1573—1650), der auf dem gleichen Principe wie die Instrumente -
des Barozzi und der Araber beruht, aber eine etwas bessere Aus-
fiibrung zeigt. Scheiner construirte ihn speciell zum Zeichnen
der Schattencurven. Diese Curven, bereits den Arabern als Kegel-
schnitte bekannt, scheinen im Mittelalter erst durch den oben er-
wihnten Maurolykus *) wieder als solche erkannt worden zu
sein, als derselbe einen Tractat iiber die Sonnenuhren schrieb, die
damals die Mathematiker vielfach beschaftigten. Dieser Zirkel
besteht (Fig. 6.) aus einer Axe AB, die unter beliebigem Winkel

pag. 161, die einc Biographie des im Text erwihnten Giulio Thieme veranlasste:
G. Thieme, uomo d'arme e di scienze del secolo XVI. Venezia da Fedele
Lampertico 1891. Interessante Notizen iiber. Barocius finden sich in Libri:
Histuire de sciences mathématiques. t. 4. p. 85—87. — Eine sehr schine
Zusammenstellung der neueren Apparate zum Zeichnen der Kegelschnitte fiudet
man in: E, Fischer: Beitriige zur Geschichte der Zeicheninstrumente. Dinglers
polytechnisches Journal. B. 188. 217, 261.

*) Die Stelle findet sich in den 1553 und 1578 erschicnenen ,,De lineis
horariis libri tres.* Ausg. 1575. pag. 81—82. Von da ab werden in der
Literatur iiber Gnomonik die Stundenlinien stets als Kegelschnitte construirt,
80 z. B, in dem zu Rom 1562 erschienenen Werkchen des Commandinus: ,,De
horologiorum descriptione* pag. 56, sowie in des beriithmten Christoph (lavius:
»Fabrica et usux instrumenti ad horologiorum descriptionem*. Romae 1586. pag. 46.
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- gegen die Zeichnungsebene
p festgestellt werden kann
und die ganze Vorrichtung
trigt. Der graduirte Halb-
kreis CDE ist in einer
Hiilse um die Axe leicht
drehbar, und kann in be-
liebiger Hohe auf derselben
durch die Hohlkiigelchen C
. und E festgestellt werden.

Fig. 6. Die Schiene FG, die lings
des Schlitzes um die Schraube D aufwiirts und abwirts ge-
schoben werden kann, triigt den Zeichenstift und wird unter
einem bestimmten Winkel gegen die Axe eingestellt, was in der
Weise geschehen kann, dass, wihrend man Halbkreis und Schiene
DF um die Axe dreht, der Stift bestindig die Zeichnungsebene
berithrt. Scheiner’s Schiller, Georg Schonberger, der das In-
strument in seinen ,,Exegeses fundamentorum gnomonicorum“. In-
golstadt 1614, beschreibt, gibt genau die Stellungen an, die Axe
und Stift haben miissen, damit man die drei verschiedenen Gatt-
ungen von Kegelschnitten erhaite. Zur Construction von Sonnen-
uhren, fir die es be-
stimmt war, mag das
Instrument wohl brauch-
bar gewesen sein, ob-
wohl es kaum sehr feine
Zeichnungen geliefert
haben wird.

Zu diesen Kegel-
schnittzeichnern gesellt
sich noch ein Instru-
ment, das die Hyperbel
aus ihren Brennpunkten
und der constanten Dif-
ferenz der Radienvectoren zu erzeugen lehrt und sich in einem
hinterlassenen Manuscript des berihmten Italieners Guido Ubaldo
del Monte (1545—1607), einem Schiler des Comamandinus und

b
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Zeitgenossen Galileis findet.*) In Fig. 7 sind a und b die beiden
Brennpunkte. Die Schiene bm wird in b auf der Zeichenebene
festgesteckt, in a ist ein Schieber mit einem Stift, durch den die
Schiene kl ebenfalls befestigt und zugleich je nach der Axenlidnge
an der zu zeichnenden Hyperbel verlingert und verkiirzt werden
kann. Ferner sind auf den gleichen Lingen bm und 1n gleiche
Masstibe aufgetragen, so dass man die beiden Lineale durch Dreh-
ung um ihre festen Punkte in den Punkten zur Kreuzung bringen
kann, die mit gleichen Nummern versehen sind. Diese Kreuzungs-
punkte sind dann die Punkte der Hyperbel. Es scheint dieses
Instrument das &lteste zu sein, das zu einer wenigstens punkt-
weisen Erzeugung der Hyperbel aus einer ihrer Eigenschaften
dient. Anschliessend an die Mitteilung desselben gibt Ubaldo
auch die auf demselben Principe beruhende continuirliche Be-
schreibung der Hyperbel durch Fiaden, die der Girtnerconstruction
der Ellipse durch Alhasan entspricht.

Wir haben eingangs unserer Abhandlung gesehen, dass die
Griechen die Curven in drei Classen einteilten: die ebenen, die
korperlichen und die linearen oder mechanischen Orter. Diese Unter-
scheidung behauptete sich bis zum Erscheinen der Geometrie von
René Descartes (1596—1640) im Jahre 1637. Dieser grosse
Philosoph und Mathematiker, der in jenem bescheidenen Werkchen
die Grundlage unserer analytischen Geometrie schuf**), unterzieht
jene Einteilung im 2. Buche desselben einer eingehenden Analyse
und kommt zu dem Schlusse, dass dieselbe keineswegs berechtigt
sei, da die Kegelschnitte sowohl als die hoheren Curven ebenso-
gut als ebene Orter aufzufassen seien, wie Gerade und Kreis,
indem sie wie diese durch Bewegung eines Punktes in der Ebene
erzeugt werden konnen, und jegliche Bewegung, die durch ein
Instrument hervorgebracht werden kann, in der geometrischen
Forschung in gleicher Weise berechtigt sei. Auch sagt er sehr
treffend, dass die leichtere oder schwierigere Ausfiihrung eines

*) Libri: Histoire des sc. math. en Italie, t. 4. pag. 380. Note VIIL

**) Geometria a Repato Des Cartes' anno 1637 gallice edita, Editio Franc.
Schooten. Amstelodami 1659. pag. 17—28. Beziiglich der Vorldufer Descartes’
in seiner Coordinatonmethode vgl. M. Curtze: Die mathem. Schriften des
Nicole Oresme, Zeitschr. f M. u Ph. B. XIII Suppl. p. 68-92.
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Instrumentes viel eher den Gebrauch desselben aus der Mechanik
als aus der Geometrie verbannen misse, da es ja bei letzterer
nur auf die Exactheit des Gedankens (ratiocinatio) ankomme, die
bei jeder Erzeugung von Curven gleich vollstindig sein kdnne
(aeque perfecta esse potest). Dagegen will er nicht ganz conse-
quent die von Leibniz als transscendent bezeichneten Curven,
wie die Spirale, die Quadratrix und andere, von der Geometrie
ausgeschlossen wissen. An diese Gedanken anschliessend gibt
er als Beispiel eine Erzeugung hoherer algebraischer Curven an,
die man durch ein in Fig. 8.
abgebildetes Instrument erreicht,
das nach seiner Ansicht eben-
sogut zu verwenden ist, als ein
Zirkel. Dasselbe besteht Fig. 8.
aus einem festzuhaltenden Line-
ale Y Z; um Punkt Y ist eine
zweite Schiene Y X drehbar, die
in B ein senkrecht zu ibr be- .
festigtes Lineal B C trigt, withrend die iibrigen in beliebiger Zahl
vorhandenen Winkel-Lineale CD, D E etc. sich bei Oeffaung des
Winkels XY Z in leicht ersichtlicher Weise lings der Schienen
XY uud YZ verschieben, wobei Punkt B einen Kreis, die
Punkte D, E, F ete. aber complicirtere Curven beschreiben. Hieran
anschliessend zeigt er an einem einfacheren Beispiele (Erzeugung
einer Hyperbel aus ihren Asymptoten und einer Axe), wie man
eine solche durch beliebige Bewegung erzeugte Curve mit Be-
ziehung auf ein festes Coordinatensystem durch eine Gleichung
zwischen zwei Veriinderlichen darstellen kann, und hiedurch eine
sachgemissere Einteilung der Curven nach dem Grade ihrer
Gleichung erhilt. Doch verfolgen wir diesen Gedanken, der fir
die Curvenlehre so fruchtbar wurde, nicht weiter und beschrédnken
wir uns auf die Wiedergabe der mechanischen Erzeugung der
sogenannten Cartesischen Ovale, die er in demselben Werke pag. 54
angibt. Sie verdanken ihre Entstehung optischen Betrachtungen,
indem sie die Eigenschaft besitzen, Lichtstrahlen, welche von
einem Punkte ausgehen, durch Refraction wieder in einem Punkte
zu vereinigen. In Fig.9. ist FA =AG und FG in L so geteilt,
5.
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dass FL : LG = m:n gleich einem
constanten Brechungsindex ist. Ferner
ist AL in K halbirt. Nun dreht man
um F eine bewegliche Schiene, wih-

e rend man einen in E an derselben
- befestigten Faden mit dem Stifte in
Fig. 9. C stets an die Schiene andriickt.

Dieser Faden lduft von E dber C um den Zapfen in K, dann
wieder nach C zuriick, um in dem zweiten Zapfen in G zu enden.
Die Linge dieses Fadens ist also GA + AL 4+ FE — APF.
Punkt C beschreibt das Oval.

Einer der ersten, der die Tragweite der reformatorischen
Ideen Descartes’ wenigstens teilweise erkannte und mit Wort und
Schrift fiir die anfangs heftig angegriffenen Lehren eintrat, war
der Niederlinder Frans von Schooten, der Jiingere (1615—1660),
der auch Descartes’ Geometrie in lateinischer Ubersetzung und,
nach dem Gebrauche jener Zeit, mit Commentaren versehen, heraus-
gab. Er ist als der erste zu bezeichnen, der die Kegelschnitte
als ebene Curven auffassend, eine systematische Erzeugung der-
selben aus ihren Eigenschaften versuchte, wodurch er zur Con-
struction einer Reihe mehr oder weniger verwendbarer Instru-
mente gelangte, die er in einem ,,.De organica conicarum sectio-
num in plano descriptione tractatus* betitelten Werke 1675
herausgab.

Schooten beginnt seine Darstellung, indem er die einfache
Geradfiihrung angibt, die entsteht, wenn der Endpunkt D (Fig. 10.)
eines der constanten Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks
ABD auf der Basis gleitet, wiihrend der
andere Schenkel sich um seinen Fuss-
punkt A dreht. Ein Punkt C, der sich
auf dem ersteren in einer Entfernung
von der Spitze gleich dem constanten - S
Dreiecksschenkel befindet, beschreibt dann T
eine Gerade AC, wihrend jeder andere R g —
Punkt des gleitenden Schenkels E eine
Ellipse durchlduft. Darauf griindet sich
das Instrument in Fig. 10,, das auch in der Form angegeben wird,

2
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wo Punkt E ausserhalb der Strecke BD liegt. Da aber bei
dieser Bewegung der Puunkt C auf der Axe lauft, so kann man
das Gelenk A B weglassen und durch einen Schlitz der Axe A C
ersetzen, in dem ein Zapfen C der verlingerten Schiene DBC
sich bewegt; dadurch erhdlt man die bekannte organische Be-
schreibung des Proklus wieder, fiir welche Schooten mehrere Aus-
fihrungen angibt. An zweiter Stelle zeigt er, dass der eine
Basispunkt C eines unveriinderlichen gleichschenkligen Dreieckes
BCD in Fig. 11., das mit seiner Spitze B an einem um A beweg-
lichen Gelenk BA (==BD=BC) in einem
Charnier drehbar befestigt ist, eine Gerade
A C beschreibt, wenn sein anderer Basis-
punkt D auf der Linie A D gleitet.
Irgend ein weiterer mit dem Dreieck
fest verbundener Punkt dagegen durch-
lduft eine Ellipse. Nach diesem Principe
construirt er ebenfalls ein Instrument, Fig. 11.
dhulich wie das in Fig. 10. abgebildete, nur trigt ein Punkt auf
CD in Fig. 11. den Stift. Des weitern ergibt sich aus diesem
Princip, dass man auch zwei schief gegeneinander liegende Schienen
zur Fiihrung der Punkte C und D in Fig. 10. anwenden kann.
An dritter Stelle beniitzt Schooten das Princip der constanten
Radiusvectoren-Summe und gibt ‘ausser der Fadenconstruction des
Alhasan zwei Instrumente an, in denen
die Faden durch Schienen ersetst sind.
Dieselben sind aber wegen der not- B
wendigen mehrfachen Charnierverbind-
ungen. in ihrer Beweglichkeit jeden-
falls sehr gehindert, so dass sie kaum
eine praktische Verwendung zulassen.
Das Gleiche gilt von seinen zur Con-
struction der Hyperbel aus den Axen
oder conjugirten Durchmessern sowie
aus der constanten Differenz der Brenn-
strahlen abgeleiteten Instrumenten, die
in grosser Zahl angefiihrt werden. In Fig. 12.
Fig. 12. geben wir eines derselben wieder, das noch relativ am
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bequemsten verwendbar ist und wohl keiner weiteren Beschreib-
ung bedarf. Fiir die Parabel endlich werden zwei Apparate an-
gegeben, mit welchen man dieselbe aus Brennpunkt und Directrix
erzeugt. Das eine Instrument, das wir in Fig. 13. wiedergeben,
ist wohl im Princip dasselbe, welches schon Isidorus von Milet
erfunden hat (vgl. pag. 5).

Die Erzeugung der Kegelschnitte durch Bewegung finden
wir auch noch in des Niederlinders Johann de Witt (162D
bis 1672) ,,Elementa curvarum linearum*,
wo dieselben erhalten werden, indem der
eine Schenkel eines mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit um seinen Scheitel rotirenden
Winkels eine sich gleichférmig parallel ver-
schiebende Gerade schneidet. Diese ldee —
hatte auch Cavalieri 1647 gehabt, und sie
bildet den Keim der beriihmten organischen
Erzeugung der Kegelschnitte durch Newton und Maclaurin, auf
die wir weiter unten noch zu sprechen kommen.

In diesen Ménnern trat uns vornehmlich der Mathematiker
entgegen, dem es darum zu thun ist, die Erzeugungsweise der
Curven zu studiren; anders bei Benjamin Bramer, weyl. Firstl.
Hess. Rent- und Baumeister zu Ziegenhayn, der in seinem 1634
entstandenen und 1684 zum erstenmale erschienenen ,,Apollonius
Cattus oder Kern der gantzen Geometriae“ ohne, nach seiner

Behauptung, vorhergehende Schriften iiber Kegelschnitterzeugung
zu kennen, eine Reihe

von  Instrumenten
zeichnet, beschreibt
und mathematisch be-
grindet, die fiir prak-
tische Zwecke dien-
lich sein sollen. Dar-
unter ist neben den
schon wiederholt er-
wihnten Fadencon-
structionen der drei
Kegelschnitte zum erstenmale eine leidlich gute Ausfihrung des

Fig. 13.

Fig. 14.
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Ellipsographen der Alten, die wir in Fig. 14. abbilden. Ferner
gibt er zwei Apparate an, die auf demselben Principe, wie
Barozzi's und Scheiner’s Zirkel beruhen. Wir kénnen hier nur den
ersten anfithren, da der zweite, sein sogenanntes ,Universal-
Conisches Instrument“ eine Abbildung erforderte, die wir im
Texte nicht unterbringen konnen, und ibrigens, wenn er auch
ingenids ausgedacht ist, doch wohl
praktisch kaum mit Vorteil ver-
wendet werden kann.

Der in Fig. 13. dargestellte
Apparat besitzt in CD einen Stift,
der in einem Robrchen CE liuft,
wihrend die Zeichnungsebene A B
gegen die Axe GH des Instru-
mentes beliebig geneigt werden
kann. Die Drehung des Rohrchens
geschieht mittelst des Schliissels J.
Hat die Zeichnungsebene die in
der Figur angegebene Stellung, so
entsteht eine Parabel, wihrend man
Ellipsen erhilt, wenn A B nach
oben, und Hyperbeln, wenn sie nach
hinten geneigt wird.

Wir haben im Fortgang unserer Entwicklung gesehen, wie
bis zum Ende des 17.Jahrhunderts einerseits die praktischen Be-
diirfnisse, andererseits das fortschreitende Wachstam der geo-
metrischen Wissenschaften vielfach Erzeugungsweisen von Curven
und Instrumente zur Ausfilhrung derselben zu Tage forderten,
und miissen nun zundichst des Einflusses gedenken, den die
durch Vieta (1740—1603) und Descartes angebahnte Verbindung
der Algebra mit der Geometrie auf diese Bestrebungen ausiibte.

‘Wohl hatten sich schon die Araber der Curven zur Auflos-
ung der Gleichungen dritten und vierten Grades bedient, und
eine genaue Durchforschung der uns leider noch zu wenig be-
kannten Literatur aus den Zeiten der Glanzperiode dieses Volkes
diirfte noch manche bisher unbekannte Resultate ans Licht bringen;
aber diese Furschungen der Orientalen waren bis auf unsere

Fig. 16.
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Zeit fast giinzlich unbekannt geblieben. Viefa's Entdeckung, dass
jede cubische Aufgabe in den Problemen der Wiirfelverdoppelung
und der Trisection des Winkels enthalten ist*) sowie Descartes’
Construction der héoheren Gleichungen mittelst der Kegelschnitte
miissen daher als selbstiindige Nacherfindungen aufgefasst werden.
Letzterer hatte im dritten Buche seiner Geometrie die Aufldsung
der Gleichungen dritten und vierten Grades gelehrt und als
oberstes Princip hingestellt, dass man zur Construction derselben
Curven von miglichst niedrigem Grade, wie die Kegelschnitte,
verwenden solle. An ihn schloss sich im 17. und 18. Jahrhundert
eine ganze Reihe von Gelebrten an, aus deren Arbeiten wir das
fir uns interessanteste gleich hier im Zusammenhange heraus-
heben, um spiter nicht noch einmal auf die geometrische Auf-
l16sung der Gleichungen zurickkommen zu miissen.

Manche Autoren, wie der Niederldnder Fr.van Schooten und
der Belgier de Sluze (1659), sowie die Englénder Baker (1684) und
Halley (1687)**) vervollstindigten Descartes’ Methode und fassten
die gefundenen Resultate in Regeln zusammen, die eine raschere
Verwendung erlaubten, wihrend Isaak Newton, wie iiberall, so
auch in diesem Zweige der reinen Mathematik, neue Gesichts-
punkte ertffnete. Descartes und seine Nachfolger hatten sich
hauptsiichlich des Kreises und der Parabel zur Construction der
Gleichungen bedient; Newton aber bemerkte in seiner ,,Arith-
metica universalis“ 1732, pag. 213, dass er nicht den Grad oder
die Einfachheit der die Curve bestimmenden Gleichung als mass-
gebend fiir ihre Auswahl zur Construction halte, sondern ledig-
lich ihre leichtere instrumeniale Erzeugungsweise, weshalb er es
auch fiir vorteilhafter hielt die Nikomedische Conchoide als die

*) Vgl. M. Cantor. Vorl. iber G. d. M. II. pag. 539, oder Suter: Ge-
schichte der Mathematik 1. pag. 166.

*®) Fr. de Schooten: Commentar zu Descartes Geometrie. Vgl. Anm. ** zu
pg- 13. De Sluze: Mesolabium seu duae mediao proportionales per circulum et
ellipsin vel hyperbolam infinitis modis exhibitae. Leod. 1669. — Baker: Clavis geo-
metrica catholica 1684. — Halley: De constructione problematum solidorum
gsive aequationum tqrtiae vel quartac potestatis, unicd data parabold ac circulo
efficiendd, dissertatiuncula. Philosophical transactions 1687, Nr. 188. Auch
als Anhaog zu Newtons Arithm, univ. p. 274 gedruckt.
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Kogelschnitte zu beniitzen. Von den letzteren aber zieht er wieder
die Ellipse wegen ihrer leichteren und genaueren Construirbarkeit
der Parabel vor (pag. 234). So vollzieht denn Newton die Auf-
losung der Gleichungen dritten und vierten Grades mit Beniitzung
einerseits der Conchoide, andererseits der Ellipse. Auch fithrt er
l. c. pag. 180 und pag. 231 eine organische Erzeugung der
Cissoide des Diokles an, um auch diese Curve zur Construction
der beiden mittleren Proportionalen verwenden zu konuen. Die
einfache Beschreibung dieser Curve, die sich leicht durch ein
Instrument realisiren léisst, besteht darin, dass in Fig. 16. der eine
£ Schenkel D E des rechten Winkels DEF
. bestiindig durch Punkt D geht, wiihrend der
> Endpunkt F des anderen Schenkels, der
gleich A D gemacht ist, auf der zu A D senk-
2 . rechten Geraden A F gleitet. Die Mitte C
Fig. 16. von E F beschreibt dann die verlangte Curve.
Bisher hatte man die Gleichungen graphisch dadurch geldst,
dass man ihre Wurzeln als Schnittpunkte zweier Curven auf-
suchte, die entweder nach Descartes von moglichst niedrigemn Grade
oder nach Newton moglichst leicht instrumental erzeugbar sein
mussten. Diese letztere Forderung brachte nun Jac. Bernoulli
und den Marquis de I’Hépital (1720)*) auf den Gedanken eine
Gleichung von der Form

a=Dbx 4 cx® 4 dx® 4+ ex* 4+ .. .. 4 nx°
dadurch zu construiren, dass sie direct die Schnitte der Liniey = a
mit der Curve y = bx 4 cx® 4 dx® 4- . ... aufsuchten.

In derselben Weise verfuhren auch Gabriel Cramer und Andreas

von Segner**), der die Sache noch dahin vereinfachte, dass er die

Schnittpunkte der Curve
y=—a-4+ bx 4 cx? + .... 4 nx"

mit der x-Axe aufsuchte. Segner, der angibt selbstindig auf

diesen Gedanken gekommen zu sein, ohne Cramers Methode zu

kennen, wurde wie dieser von dem Gesichtspunkte geleitet, dass

*) De I'Hopital: Traité analytique des sections coniques. Paris 1720,
pag. 348. Jac. Bernoulli; opera pag. 690.

**) Cramer: Introduction & I'analyse des lignes courbes algébriques.
Geneéve 1750. pag. 92. Segner: Novi Commeuntarii Acad. Petrop. 1761. p. L11.
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sich solche parabolische Curven wenigstens punktweise mit ge-
niigender Genauigkeit construiren lassen, wenn auch, wie er sagt,
die Herstellung eines Instrumentes zu ihrer mechanischen Er-
zeugung sehr schwierig sei, weshalb er sie nicht versucht habe.

Diese Bemerkung veranlasste 1768 den Englinder Rowning
zu dem Versuche der Construction eines solchen Apparates, den
er in den Philosophical Transactions 1771. V. 60 p. 240 beschreibt
und abbildet. Dieser beruht auf folgendem Principe. Sei z. B,
die Gleichung 3. Grades zu losen;

a 4+ bx 4+ cx? 4+ dx® = 0 (= y),
dann bedeute in Fig. 17. ZZ, 88 ein recht-

M R winkliges Axensystem. Man macht

% ,*L'z- a B b‘BC—c CD-—-d
: w OA =7 AB=3 BO=1, 0D=0,
B wobei jede dieser Grossen je nach ihrem
A positiven oder negativen Zeichen von dem
.0 el 7| , Endpunkte der letzten Strecke aufwirts
b Ml & oder abwirts aufzutragen ist. Durch den
Fig. 17. letzten Endpunkt, in unserem Beispiele D,

zieht man eine Parallele zu Z Z, die die
in der Entfernung 1 von O senkrecht zu Z Z gelegte Gerade
RR in c trifft. ¢C schneidet dann eine beliebige Parallele
MM zu RR in q; zieht man qk || ZZ, so trifft diese RR in b,
b B schneidet MM in p und pl | ZZ trifft die RR in a, wiihrend
endlich aA die MM in s durchsetzt; dann ist, wie man leicht zeigt,

Qs = L= BEbrt+ o 4 dxd

n n

Bleiben nun die Linien S8, ZZ, RR, Dec, cC, bestindig
fest und verschiebt man MM parallel zu sich selbst, so dass q
bestindig auf MM bleibt und auf ¢C gleitend die Linie kb
parallel zu sich selbst mitfihrt, so verschiebt sich b lings RR
und p gleitet auf MM und der sich um B drehenden Linie Bb
und zieht die Linie la bestiindig parallel zu sich selbst mit. Ge-
langt nun Punkt s, der die parabolische Curve verzeichnet, auf
die Abscissenaxe, so gibt die Entfernung Os = x eine reelle
Wurzel der Gleichung y = Qs = o an.
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Dieses Princip hat Rowning, wie schon bemerkt, in einem
Apparat verwirkliclit und zwar fiir den Fall einer Gleichung
2. Grades, dessen Abbildung wir aber im Text nicht wiedergeben
konnen. Das Instrument wurde, wie der Erfinder bemerkt, von
einem ausgezeichneten Mechaniker in London ausgefihrt. Ueber
die praktische Verwendbarkeit eines solchen naturgeméss compli-
cirten Apparates brauchen wir uns nicht weiter zu verbreiten,
e3 geniligt uns darauf hingewiesen zu haben, wie die Gleichungs-
theorie auch die mechanische Erzeugung der hoheren parabolischen
Curven veranlasst hat.

Damit haben wir in Kurzem den Einfluss geschildert, den
die Algebra auf die Erzeugung der Curven zu iiben vermochte,
und kehren wieder zu den geometrischen Forschungen zuriick.
So eifrig sich einzelne Zeitgenossen Descartes bemtiihten, die ana-
lytische Methode desselben zu verwerten, so dauerte es doch noch
geraume Zeit, bis es gelang, wirklichen Vorteil aus derselben zu
ziehen, und wir sehen daher, dass die bedeutendsten Mathematiker
seines Jahrhunderts, wie Fermat (1608—1665), DBlaise Pascal
(1623—1662) und andere sich noch mit Vorliebe der Methode
der Alten bedienten. Dazu trug auch hauptsiichlich die Richtung
bei, die die geometrische Forschung genommen hatte, seitdem
Cavalieris ,,Geometria indivisibilium** 1635 erschienen war. Diese
Richtung gipfelt in drei Problemen: der Quadratur der Curven,
dem Problem der Tangentenlegung und der Rectification der
krummen Linien, welche den Boden bereiteten, auf dem die In-
finitesimalrechnung emporspross, die dann im Verein mit Descartes’
analytischer Geometrie die Methoden der Alten auf lange Zeit fast
ganz verdringte. Von jenen Curven, die hauptsiichlich zur Be-
handlung dieser drei Probleme in’s Auge gefasst wurden, tritt
uns zunéchst eine entgegen, die in der Geschichte der Mathematik
eine hervorragende Rolle spielt, die Cykloide. Obgleich die epi-
cyklische Bewegung schon Hipparch im 2. Jahrhundert vor Christus
bekannt war, und Albrecht Direr, wie wir sahen, cyklische Curven
zeichnete, soist doch auf die Entstehung der gewdhnlichen Cykloide,
die durch einen Punkt eines auf der Geraden rollenden Kreises er-
zeugt wird, erst Galilei(1590) aufmerksam geworden*), von dem auch

*) Vgl, Cantor. Vorl. iib. G. d. M. IL. p. 780.
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ibr Name stammt. Sein beriihmter Schiller Toricelli (1608 bis
1647), der fast gleichzeitiz mit Roberval (1602—1675) zuerst
wieder das Interesse auf sie hinlenkte, erwihnt dann in seinem
1644 erschienenen Werke ,Opera geometrica'* auch diejenigen
Cykloiden, welche durch einen ausserhalb oder innerhalb des
rollenden Kreises befindlichen Punkt beschriecben werden. Da
fiir uns nur die mechanische Erzeugung der Curven von Bedeutung
ist, so {ibergehen wir den hervorragenden Einfluss, den dieselbe
vermoge ihrer interessanten Eigenschaften auf die Entwicklung
der mathematischen Wissenschaften hatte, und wenden uns zur
Geschichte der allgemeinen cyklischen Curven.

Eine solche Curve, die von Pascal und Roberval auch Rou-
lette oder Trochoide genannt wurde,*) wird durch einen Punkt
erzeugt, der mit einem Kreise fest verbunden ist, welcher ausser-
halb oder innerhalb auf der Peripherie eines festen Kreises rollt.
De la Hire (1640—1718), der in seinem ,Traité des épicycloides
et leur usage dans les mécaniques* 1699 **) die Epicykloiden und
deren Verwendung zur Verzahnung der Rider eingehend behandelt,
nimmt in der Einleitung die Erfindung dieser Curvenerzeugung
fiir sich in Anspruch, indem er nur erwihnt, Desargues habe sie
zur Construction eines Zahnrades angewendet, jedoch ohne, soviel
ihm bekannt, etwas dariiber verdffentlicht zu haben. Dabei schweigt
er aber ginzlich von dem Dinen Olaf Roemer, der damals in
Paris lebte, und den Leibniz ausdriicklich als den Erfinder (1674)
der cyklischen Verzahnung bezeichnet. ***) Ein sehr specieller Fall
dieser Rollcurven findet sich schon von Cardanus 1570%) er-

*) Roberval: De Trochoide, Mémoires de I'Académie 1666. t. 6. p. 361.
Pascal: Histoire de la Roulette. Oeuvres t. V. pag. 163 und pag. 200.

**) Mémoires de I'Académie. t, 9. p. 341. Vgl. beziiglich der einschligigen
Literatur: L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik. Leipzig 1888. 2. Abschnitt,
Anmerkungen.

***) Leibniz berichtet hieriiber in einem Briefe an Bernoulli vom 18. Ja-
nuar 1698, indem er sagt, es sei ihm unbegreiflich, dass de la Hire sich die
Erfindung habe zueignen wollen, ,nam eram Parisiis eo tempore quo is (Olaf
Roemer) inyenit, remque non tantum ab ipso Roemero sed et Hugenio intellexi
quo tempore La Hirius in Academiam Scientiarum Regiam erat receptus.*

1) Cardanus. Opus novum de proportionibus numerorum, motuum ete.
Basil. 1670. prop. 137. pag. 186.
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wihnt, namlich jener, wo ein Punkt der Peripherie eines Kreises
der in einem andern von doppeltem Radius rollt, eine Gerade er-
zeugt. Jene speciellen Curven aber, die von einem Punkte der
Peripherie des rollenden Kreises beschrieben werden, sind zum
erstenmale als Cykloiden bezeichnet und untersucht in Newtons
berithmten Werke ,,Principia philosophiae naturalis mathematica*
1686 pag. 158. Man nennt dieselben jetzt bekanntlich Epicy-
kloiden oder Hypocykloiden, je nachdem der rollende Kreis ausser-
halb oder innerhalb des festen sich bewegt.

Diese Curven sind aber einer doppelten Erzeugung durch
zwei Kreispaare fihig, deren feste Kreise con-
centrisch sind. Dabei ist der Radius des rollen-
den Kreises bei der Erzeugung durch das eine
Kreispaar gleich dem Abstande der Mittel-
punkte des anderen Kreispaares, und wenn R,
r, in Fig. 18. die Radien des ersten R', r’, die
des zweiten Paares sind, so besteht die Be-
ziehung:*)

B_B_
r r

Diese doppelte Erzeugung wurde schon von De la Hire und
fast ein Jahrhundert spiter 1781 von L. Euler (1707—1788), der
des ersteren Arbeit nicht kannte, angegeben**), jedoch behandelten
beide Autoren nur den Fall, dass der beschreibende Punkt A
auf der Peripherie des rollenden Kreises liegt.

De la Hire, welcher mit staunenswerter Gewandtheit die
Methoden der Alten zu bhandbaben verstand, verallgemeinerte als-
bald, ohne Descartes’ Analysis zu beniitzen, das Problem der
Rollcurven in seinem 1706 in den Mémoires de I’Académie pag.
340 verdffentlichten ,Traité des roulettes*. KEr ldsst eine be-
liebige Curve in einer beweglichen Ebene, mit der ein Punkt
derselben irgendwie fest verbunden ist, auf einer zweiten Curve

*) Vgl. beziiglich dieses Satzes Burmester 1. c. pg. 187, dem auch Fig. 16
entnommen ist. Herr Burmester hat ganz kiirzlich diese doppelte Bewegung
durch einen schonen Apparat veranschaulicht.

*) De la Hire L. c. pag. 265. Euler. Acta academiae Petrop. 1784 pro
anno 1781, pars L. pg. 48.



18 A. v. Braunmiihl, Studie iber Curvenerzeugung.

abrollen, die in einer festen Ebene liegt, und untersucht die
Eigenschaften der Bahn des bewegten Punktes: der Roulette.

Inzwischen hatte Huygens (1629-—1695) bei Gelegenheit
seiner Studien {iber die Pendelubr 1673*) die Evoluten der
Curven gefunden und speciell fiir die Cykloide und die Kegel-
schnitte bestimmt. Diese beniitzte De la Hire, um zu zeigen,
dass man jede Curve als Roulette eines Punktes einer Geraden
auffassen kann, die an einer zweiten Curve hinrollt. Die so er-
haltene Roulette ist also nichts anderes als eine Evolvente der
gegebenen Curve, die nach Huygens’ Auffassung durch den End-
punkt eines Fadens beschrieben wird, den man stets gespannt
haltend an der Evolute abwickelt. Als speciellen Fall dieses
Problems behandelt de la Hire pag. 369 auch die Kreisevolvente.

Nachdem noch 1707 Nicole**) die Differentialgleichung der
Rouletten fiir den sllgemeinsten Fall gegeben und so de la Hire’s
Theorie vervollstindigt hatte, wandte sich letzsterer der allgemeinen
Ei‘xqugung der Conchoiden zu, indem er 1707 in dem Artikel
»Des conchoides générales'‘ ***) sich diese Curven folgendermassen
erzeugt denkt. In einer beweglichen Ebene liegt eine constante
Strecke A P, mit der ein beliebiger Punkt C durch P C fest ver-
bunden ist. Diese Ebene gleitet iiber eine zweite feste Ebene
80, dass der Endpunkt A eine beliebige Curve der letzteren, die
Basiscurve, durchlduft, withrend P A bestindig duich einen festen
Punkt jener Ebene geht. Punkt C beschreibt dann eine Con-
choide. Als specielle Fille werden die Conchoide des Nikomedes,
die Kreisconchoide und die parabolische Ceonchoide betrachtet,
Curven, deren Erzeugung und gestaltliche Verhiltnisse auch in
einem demselben Bande der Memoiren angehorigen Aufsatze von
Reaumur (1683—1757) (pag. 197), niher untersucht werden, wo
auch die Conchoiden auf elliptischer und hyperbolischer Basis
ihre Behandlung finden.

Ausser der cyklischen und conchoidischen Erzeugung haben
wir noch ein eigentiimliches Verfahren zu erwihnen, wodurch
es gelingt eine unbegrenzte Menge von Curven, idhnlich den Car-

*) Horologium oscillatorium. Paris 1673. pag. 59.

- **) Mémoires de I'Académie. 1707. pag. 81.
*+*, Mémoires de 1'Académie. 1708. pag. 32. (vom '10. Dez. 170'().
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tesischen Ovalen zu erzeugen. Dasselbe riihrt von Ehrenfried
Walter v. Tschirnhausen (1651—1708), einem Freunde Leibniz’s
1681*) her, der sich cbenfalls mit dem Tangentenproblem be-
schiiftigte und eine Methode entdeckt zu haben glaubte, die aller-
dings mit einiger Modification fiir die eigens zu diesem Zweck
erfundene Curvengattung, nicht aber allgemein galt. Tschirnhausen
denkt sich eine Reihe von festen Focalpunkten mit Stiften ver-
sehen, in zweien derselben ecinen Faden befestigt und denselben
um die iibrigen Stifte so geschlungen,

dass man ihn mit einer Bleifeder spannen

und bewegen kann; dann beschreibt

die Feder eine Tschirnhausen’sche Focal- .
curve; vgl. z. B. Fig. 19 die den Fall
von 4 Brennpunkten erldutert. Man er-

kennt sofort, dass die Anderung der Fig. 19.
gegenseitigen Lage und der Anzahl der Brennpunkte eine Menge
von Curven zu erhalten gestattet, die Tschirnhausen in Geschlechter

teilt. Ausserdem verallgemeinert Tschirn-
hausen seine Methode noch, indem er statt m
der Brennpunkte wieder die so gefundencn
Ovale gesetzt denkt, um welche sich der \\Zﬁj
Faden windet, um wieder neue Curven zu

beschreiben, vgl. z. B. Fig. 20. Das Pro- Fig. 20.

blem, die Tangenten an diese Curven zu legen, erhielt eine ge-
wisse Beriihmtheit und wurde von den ersten Mathematikern jener
Zeit auf verschiedene Arten gelost.

Grosses Interesse erregten auch die Tractorien oder Tractrix-
curven, auf welche Huygens 1693 bei Gelegenheit seiner Unter-
suchungen iiber die Quadratur -der Hyperbel stiess**). Es interes-
site ihn daran hauptsiichlich der Umstand, ,dass man sic durch
eine einfache Bewegung beschreiben kann“, indem die einfachste
derselben von einem schweren Punkte durchlaufen wird, den

*) Tschirnhausen erwiihnt seine Curven zuerst in einem Briefe an Leibniz
vom 7. April 1681 und hat sie dann in seiner ,Medicina mentis et corporis®
1687 pag. 68 und 69, verdffentlicht.

**) Leibnizens mathem. Schriften, herausgegeben von O. J. Gerhardt
L Abtl. Bd. I pag. 164—165
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man an einem Faden befestigt, dessen Ende man lings einer Ge-
raden fortzieht. Die Richtung des Fadens ist hiebei bestiindig
tangential an die Curve, und da seine Linge constant ist, so ist die
erzeugte Bahn die Curve der constanten Tangenten. Die constante
Tangente kann man auch, wie Huygens bemerkt (L. c¢. 517) durch
ein Lincal ecrsetzen; wir werden weiter unten ein Instrument
kennen lernen, wobei dies zur Anwendung kommt.

Allgemeine Tractorien ergeben sich, wenn man das Faden-
ende statt auf einer Geraden auf irgend einer beliebigen Curve
fithrt. Auch diese scheint Huygens schon gekannt zu haben, da
er die zuerst angefiihrte Tractrix als diejenige bezeichnet ,quae
inter Tractorias (ita enim vocari possunt) simplicissima censenda
est, Leibnie, dem Huygens von diesem Probleme Mitteilung
machte, sagt in einem Briefe vom 11. Oktober 1693 %), dass er
auf dasselbe durch den Arzt Perraut, den bekannten Herausgeber
des Vitruv, aufmerksam gemacht worden sei, und bei Betrachtung
desselben erkannt habe, dass es mit der Quadratur der Hyperbel
zusammenhiinge. Dabei bemerkt er sofort, dass man als Leitcurve
jede beliebige Curve annehmen und somit durch diese Bewegung
jede Curve mechanisch erzeugen konne. Ferner #ussert sich
Leibniz dahin, dass diese tractorische Erzeugung der Curven,
nach seiner Ansicht ebensogut in der Geometrie zuzulassen sei,
wie die cyklische oder die Erzeugung mittelst der Evoluten und
dass er keinen Grund einsehe, warum man (nach Descartes) als
geometrische Curven nur die algebraischen anerkenne. Seine
Lisung der Quadratur mittelst der Tractorien, die er Huygens
mitteilte, fand jedoch nicht dessen Beifall, indem derselbe ganz
richtig bemerkt, dass eine exacte organische KErzeugung der hoheren
Tractrixlinien viel zu schwierig sei.

An diese Erfindung der Tractrixcurven kniipft sich noch eine -
andere Curvenbeschreibung, die von Johann Bernoulli (1667 bis
1748) herriihrt**). Derselbe lisst cine beliebige Curve an einer
andern ebenfalls beliecbigen Curve so hingleiten, dass sie sich
bestindig parallel bleibt und untersucht die Curven, die ihre
Punkte beschreiben. Diese Beweguug nennt er ,motus reptorius®

"~ %) Brief Huygens ao Leibniz vom 29. Mai 1694 1, c. pag. 176.
*#) Joh. Bernoulli opera. t. I. ,Motus reptorius®, pag. 415,
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und unterscheidet einen ,motus subreptionis“ und einen ,motus
obreptionis®, je nachdem die bewegliche Curve innerhalb oder
ausserhalb der festen Curve hingleitet. Diese Bewegung muss
nach Bernoullis Ansicht der von Leibniz und Huygens behandelten
tractorischen mindestens an die Seite gestellt, wenn nicht vorge-
zogen werden, da die Parallelverschiebung die einfachste Beweg-
ung sei und da man durch sie aus geometrischen (algebraischen)
Curven wieder geometrische erhalte.

Die geschilderten Versuche, die verschiedenartigsten Beweg-
ungen in die Geometrie einzufiihren, mussten notwendig den
Wunsch rege machen, Instrumente zu besitzen, mit denen sie sich
realisiren liessen. Solche Apparate und Instrumente wurden in
grosser Zahl von dem Venetianer Conte Gianbattista Suardi an-
gegeben, der im Jahre 1752 ein reich ausgestattetes Werk*) ver-
offentlichte, in welchem er zur Beschreibung aller damals bekannten
Curvengattungen Instrumente mitteilte. Wir erwihnen hier zu-
nichst zwei Apparate zur graphischen Erzeugung der gewdhn-
lichen Cykloide und der ibrigen cyklischen Curven, von welchen
er eine ganze Fille der verschiedenartigsten Formen mitteilt, die
er mit seinem zweiten Instrumente (Fig. 22.) erhalten hat.

Der erste Apparat zar Construction der gemeinen Cykloide
beruht auf folgendem Princip. Ist (Fig. 21.) DRV der rollende
Kreis und V der erzeugende Punkt, so denkt sich Suardi den
Kreis fest, legt in R die
Tangente ERT an densel-
ben und macht RT = arc.
RV. Fillt man dann TN
| DR und zieht OR
parallel der Basis DK, so
ist der Schnittpunkt S ein
Punkt der Curve (RS = RT).
Dreht sich nun der Radius
CR um C und bleibt, wih-
rend bei dieser Bewegung
R den festen Kreis durch-

*) Nuovi istromenti per la descrizione di diverse curve antiche e moderne
etc. del conte Gianbattista Suardi. Brescia. 1752.

Fig. 21.

6
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liuft, bestindig RT=arcRV, & N = :1 und ORS || DK, so

beschreibt S die Cykloide. Fir das auf dieser Auffassugg be-
ruhende Instrument gibt Suardi eine sehr gute Zeichnung im
Grundriss und Aufriss sowie eine Totalansicht.

" Den zweiten Apparat, bei weitem den brauchbarsten von
allen, nennt Suardi die ,penna geometrica“, und unter diesem
Namen findet er sich auch bei George Adams, mathematischem
Instrumentenmacher in London, der ihn in seinem Verzeichnisse
verkduflicher Instrumente fithrte und in seinen ,,Geometrischen und
graphischen Versuchen‘ (deutsch von Geissler), London 1795 pag.
176 beschrieb und abbildete. Der Gedanke, der diesem Apparate
zugrunde liegt, ist sehr einfach; die cyklische Curve wird ndmlich
in' derselben Weise continuirlich erzeugt, wie sie Albrecht Direr

Fig. 22.

mit séinem Instrumente punktweise verzeichnete, Um ein festes
Centrum dreht sich ein Arm von constanter Linge, um
dessen Endpunkt ein den Stift fiilbrender zweiter Arm mit con-
stanter, iibrigens beliebig regulirbarer Geschwindigkeit rotirt. Es
ist dies also genau die Entstchung der Epicykeln, wie sie sich
Hipparch und Ptolemédus gedacht hatten. Die Abhingigkeit der
‘beiden Bewegungen wird entweder durch eine Schnur oder besser
(vgl. Fig. 22.) durch Zahnrider regulirt. Von diesem Apparat
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gibt Suardi cbenfalls cine Zeichnung in Grundriss und Aufriss,
sowie zwei Totalansichten, je nachdem die Transmission durch
eine Schnur "oder durch Zahnriider hergestellt ist. Unscre Ab-
bildung gibt den letsteren Apparat in !/s der Grisse von Suardi’s
Zeichnung. Man crkennt sofort, wie durch dic Wahl der Zahn-
rider und durch die Verkiirzung oder Verldngerung der beiden
Arme die verschiedensten Curven crhalten werden kinnen. Suardi
zeigt sich dber die ausgezeichnete Verwendbarkeit scines Instru-
mentes hoch erfreut, indem er pag. 99 sagt: ,Quello istromento
delle ruote sta presso di me ,e per lo sperimento pit volte fatto
nella presenza di Personaggi in questa materia, e nelle matematiche
versatissimi posso asserire, che riesce a maraviglia . . % Er
ziihlt auch die erzeugbaren Curven und gelangt zu dem Resultate,
dass 1278 verschiedene Gattungen von cyklischen Curven erhalten
werden konnen. So gibt er an, wie man als Bahncurve des er-
zeugenden Punktes eine Gerade, einen Kreis, eine Ellipse erhilt und
zeigt, was besonders bemerkt werden muss, dass die cyklische Er-
zeugungsweise der Ellipse unmittelbar auf dic bekannte Ellipsener-
zeugung von Proklus fiihrt, cine Bemerkung, die nach Rittershaus*)
erst unserem Jahrhundert- angchiren wiirde.  Ausserdem gibt
Suardi noch die Zeichnungen von einer Menge sogenannter geo-
metrischer Blumen**), dic er mit seinem Instrumente erhielt, indem
‘or nach einander 12 Rider von verschiedcnen Radien einfiihrte.
Auch zum Zeichnen von Spiralen hat er scinen Apparat einge-
richtet, indem er statt der Zahnridder eine Schnur einsetzt, die
sich um einen Kreis- oder elliptischen Cylinder, einen Kreis-
oder elliptischen Conus aufwindet, der an Stelle der Haupt-
axe angebracht werden kann und den festgestellten zweiten Arm
gegen das Centrum hinzieht. Hiedurch ergeben =sich Spiralen
der verschiedensten Gestalt***). Von Interesse ist auch die theo-

*) Rittershaus gibt in seinem Aufsatze ,,Uber Ellipsographen®, Verhandl.
des Gewerbevercins fir Proussen 1874 an, dass Jopling 1820, Mechanics
Magazine Vol. 9. pg. 216, diesen Zusammenhang der beiden Erzeugungsweisen
zuerst erkannt habe.

**) Solche Blumen hatte schon Guido Grandi 1728 gezeichnet: Flores
Geometrici. .

***) Einen vigenen Spiralenzirkel fiir Archimedische Spiralen hatte 1742
Tillieros gefertigt. Machines approuvées par I'Académie t. 7. p. 163,
6.
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retische Betrachtung der Zusammensetzung von mehr als zwei
Bewegungen, die Suardi an die Besprechung seines Instrumentes
ankniipft. So erzeugt er die Gerade durch drei gleiche Gelenke,
von denen sich die beiden letzten in entgegengesetzter Richtung,
aber mit gleicher Winkelgeschwindigkeit (velocitd angolare) wie
das erste bewegen; zugleich wird bemerkt, dass irgend ein Punkt
des letzten Gelenkarmes bei dieser Bewegung eine Ellipse be-
schreibt. In #hnlicher Weise werden auch mit Ab#dnderung der
Winkelgeschwindigkeiten und unter Beibehaltung von drei oder
Einschaltung von mehr Gelenken die Gerade, der Kreis und die
Ellipse erhalten.

Wir wollen nun noch einen kurzen Blick auf die fibrigen
Instrumente werfen, die Suardi’s reicher Erfindungsgabe ent-
sprangen. Er construirte ein Instrument zur Beschreibung der
Nikomed’schen Conchoide, das sich mit einer kleinen Abdnderung
auch zum Zeichnen der Kreisconchoide einrichten lisst, deren
Erfindung er sehr galant der Contessa Maria Gaetani Agnesi
zuschreibt, die sich mit Mathematik beschiftigte*). Ferner
ersann er einen Apparat zum Zeichnen der Cissoide, der auf
dem Princip der Newton’schen Erzeugungsweise dieser Curve
beruht, dann einen solchen zur Erzeugung einer gewissen blatt-
formigen Curve vierter Ordnung mit zwei Spitzen, deren Gleichung
er selbst aufstellte, endlich Instrumente fir die Quadratrix des
Dinostratus und fir die Cardioide. Diese herzférmige Curve,
die auch als eine Epicykloide aufgefasst werden kann, als welche
sie Gabriel Cramer **) erzeugte, riihrt von einem sonst unbekannten
Mathematiker, Namens Koérsma her und wurde zuerst von dem
franzosischen Akademiker Carré untersucht***). Ihren Namen
erhielt sie von Castillione T).

*) Maria Gaetani Agnesi. Institutiones Analiticae Lib. I. § 4. cap. b.
probl. 4. — M. Curtze in seinen Reliquiae Coppernicanae Zeitschr. f. M. u.
Phys. Bd. 19. pg. 450. macht es sehr wahrscheinlich, dass schon Nikomedes
diess Curven kannte.

**) Gabriel Cramer. Introduction & l'analyse des lignes courbes. Genéve
1750. pag. 431. Er bemerkte jedoch nicht, dass diese Curve die unter dem
Namen Cardioide bekannte ist.

®¢¢) Caré Mémoires de I'Académie 1705. pg. T1.

t) Philosophical Transactions. 1741. pg. 778.
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Mehr Interesse verdient ein Instrument zum Zeichnen der
logarithmischen Linie sowie zur Erzeugung der Tractrix von
Huygens. Die erstere Curve, welche seit der Erfindung der
Logarithmen eine gewisse Rolle spielte, besitzt bekanntlich die
Eigenschaft eine constante Subtangente zu haben. Darauf beruht
die Construction von Suardi’s
einfachem Instrument, wel-
ches in Fig. 23 abgebildet
ist. Withrend das prismatische
Lineal Ac, das in g einen
festen Stift und in dc eine
verstellbare Schiene c T triigt,
an dem Handgriff MA gegen
E gezogen wird, lduft das
horizontal stehende Rddchen K
lings Tc hin, indem es von =
dieser Schiene bestindig be- Fig. 23.
ribrt wird, wobei sich das
geschlitzte Lineal OD vermége des verticalen Rades R lings des
Stiftes g verschiebt, und da hiebei Rg die Tangente der von dem
Berithrungspunkt des Réidchens R beschriebenen Curve und Rd
die Ordinate ist, so ist die constante Strecke d g die Subtangente;
somit verzeichnen die spitzen Z#hne, mit denen das Rad R ver-
sehen ist, die verlangte Curve. Um die Eindriicke der Zihne
deutlich zu machen, ist das Rad durch eine Kugel bei K beschwert.
Schiebt man dagegen den Stift g durch das Loch O der Schiene
OD, entfernt den Arm cT als tiberfliissig und beniitzt das Instru-
ment wie vorhin, so erhilt man als Spur des Réidchens R die ge-
wohnliche Tractrix.

Als mit der Erfindung und dem Ausbau der Infinitesimal-
rechnung die Probleme des Tangentenziehens, der Quadratur und
Rectification mit einem Schlage in ihrer Allgemeinheit losbar
geworden waren, und ausserdem die analytische Methode Descartes
namentlich auch durch Newton*) an Ausbildung gewonnen hatte,
treten uns diese beiden Zweige der Wissenschaft fast bestindig

*) Arithmetica universalis. Lugd. Batav. 1732,
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vereint -entgegen und hbeberrschen von der ersten Hilfte des
18. Jahrhunderts an fast allein die Fortentwicklung der Mathe-
matik. Nur eine kleine Anzahl von .Gelehrten, darunter aller-
dings sehr bedeutende, interessirten sich noch fiir die rein geo-
metrische Forschungsweise der Alten, und ihre Bemiihungen, die
Methoden derselben zu verallgemeinern, stiitzten sich dabei auf
die Vorarbeiten von Desargues, Pascal und de la Hire, Auch
auf das uns speciell interessirende Problem der Curvenerzeugung
iibten diese Bestrebungen ihren Einfluss aus, den wir noch kurz
charakterisiren wollen.

Schon Newton hatte in seiner Enumeratio linearum curvarum
tertii ordinis. 1706%*) gelegentlich gezeigt, dass man samtliche
Kegelschnitte erhalten konne, indem man zwei unverénderliche
Winkel mit gleicher Geschwindigkeit um ihre Scheitel sich drchen
lisst: bewegt sich der Schnittpunkt des einen Schenkelpaares
hiebei bestandig auf einer Geraden, so beschreibt der Schnittpunkt
des anderen Paares die verlangte Curve. Ferner hatte- er auch
ohne Beweis angegeben, dass wenn der erstere Schnittpunkt sich
auf einem Kegelschnitt bewegt, der des zweiten Paares eine Curve
dritter oder vierter Ordnung erzeugt, die in jenem Drehpunkt
eincn Doppelpunkt besitzt, durch den der Kegelschnitt etwa geht.

Diese Bemerkungen geniigten, den schottischen Mathematiker
Colin Mac-Laurin (1698—17486) zur Schaffung seiner ,,Geometria
organica seu descriptio linearum curvarum universalis. Lond. 1720
zu veranlassen, worin er Newtons Gedanken zu einer vollstindigen
Theorie der Erzeugung hoherer Curven erweiterte. Zu diesem Zwecke
liess er einerseits den Schnittpunkt des einen Schenkelpaares auf
verschicdenen Curven laufen und untersuchte dic Erzeugnisse
des zweiten Schenkelpaares, andererseits vermehrte er die Anzahl
der Pole, indem er die Schnittpunkte der einzelnen Schenkelpaare
auf Curven fiihrte und die Curven bestimmte, die der Schnitt-
punkt des letzten Paares durchlauft, Auch setzte er an Stelle
der Winkel Gerade, deren gegenseitige Bewegung ebenfalls durch
Fibrung ihrer Schnittpunkte auf festen Curven geregelt wird.
Durch seine Betrachtungen gelang ihm auch die Ldsung eines

*) Newton opera omnia t. 1. pg. 556—557.
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von Newton als schwierig bezeichneten Problemes, namlich eine
hohere Curve zu erzeugen, die keinen Doppelpunkt besitzt. In
einem Supplemente zu diesem Werke, von dem er in den Philo-
sophical Transactions. Vol. 39. 1732 *) spricht, das aber nicht mehr
erschien, zeigt er ferner, dass eine unbegrenzte Vermehrung der
Pole, wie sie sein Zeitgenosse Braikenridge**) vorgeschlagen
hatte, im Allgemeinen keine Erhéhung des Grades der erzeugten
Curve verursache. So kann man, um ein bekanntes Beispiel an-
zufiihren, die n Seiten eines Polygons um n feste Pole sich
drehen und n—1 seiner Ecken auf ebensovielen Geraden fort-
rlicken lassen, dann beschreibt der letzte Eckpunkt doch nur
eine Curve zweiter Ordnung, wie gross auch n genommen wird.

Alle diese jetzt dem Gebiete der sogenannten neueren syn-
thetischen Geometrie zugehorigen Betrachtungen haben éine rein
wissenschaftliche Bedeutung, da eine Realisirung dieser Bewegungen
in exacter Weise wohl nicht moglich ist.

Blicken wir nun zum Schlusse noch einmal zuriick auf den
ausgedehnten Weg, den wir mit fliichtigen Schritten durcheilt
haben, so sehen wir zunichst, wie die alten Griechen nur all-
méhlich und durch ihre Probleme gezwungen den Begriff einer
andern als der Kreiserzeugung in der Geometrie zuliessen, wie
dann die Araber sich schon mit grésserer Freiheit der mechanischen
Erzeugung der Kegelschnitte und iberhaupt einer gewissen ,,Geo-
metrie der Bewegung* bedienten, wie im Mittelalter die Anforde-
rungen der Praxis zar Vermehrung der Curven beitrugen, und
endlich im 17. Jabhrhundert Descartes und Newton die organische
Beschreibung beliebiger algebraischer Curven in der Geometrie
zuliessen. Allméhlich fand dann auch die organische Beschreibung
transcendenier Curven in der Geometrie Kingang und mechanische
und gevbmetrische Anschauungen verbanden sich. Die ersten, die
diese wieder zu trennen und jede der beiden Wissenschaften in

*) Ein anderes Princip zur punktweisen Erzeugung von Curven aus ge-
gebenen, das der harmonischen Mittel, gibt Mac-Laurin in der Schrift: De
linearum geometricarum proprietatibus gener. 1748, die man gewdhnlich als
Anhang seines Treatise of Algebra. Lond. 1748 findet.

*#) Philosophical Transactions Nr. 436. pg. 26. A general method of
describing Curves, by the intersection of right lines.
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ihre natiirlichen Grenzen zu bannen suchten, waren I’Alembert*)
und Euler, welche scharf hervorhoben, dass die Geometrie nur
den von einem bewegten Punkte durchlaufenen Weg in’s Auge
zu fassen habe, wihrend die Mechanik die Zeit und die Krifte
in Rechnung zieht, in welcher und durch welche diese Bewegung
vor sich geht. Damit waren der geometrischen Untersuchung
alle Bewegungen als solche ohne Riicksicht auf die sie erzeugenden
Kriifte zugewiesen, und es war das Gebiet umgrenzt, das man
spiter mit dem Namen Phoronomie belegte und das in unserem
Jahrhundert zu einer eigenen Wissenschaft sich ausbildete.

*) Traité de dynamique. Paris 1758. Discours préliminaire pag. VII. —
Euler: Formulae generales pro translatione quacunque corporum rigidorum.
1775. pag. 199, und deutsche Ausgabe der Theoria motus corporum rigidorum
p. 557, —




Uber die Methoden der theoretischen Physik.

Von L. Boltzmann in Miinchen.

Von der Redaction des Katalogs aufgefordert, dieses Thema
zu behandeln, sah ich alsbald, dass nur wenig Neues zu sagen
bleibt; so vieles und gediegenes wurde gerade in neuerer Zeit
hiertiber geschrieben. Ist ja doch fiir unsere Zeit eine fast iber-
triebene Kritik der Methoden der naturwissenschaftlichen Forschung
charakteristisch; eine potenzirte Kritik der reinen Vernunft mochte
man sagen, wenn dieses Wort nicht vielleicht all zu unbescheiden
wire. Es kann auch nicht meine Absicht sein, diese Kritik noch-
mals zu kritisiren; nur einige orientirende Worte will ich fiir
jene bringen, welche diesen Fragen ferner stehen, aber doch
Interesse dafiir hegen.

In der Mathematik und Geometrie war es zundchst unzweifel-
haft das Bediirfnis nach Arbeitersparnis, welches von den rein
analytischen wieder zu den constructiven Methoden sowie zur
Veranschaulichung durch Modelle fiihrte. Scheint dieses Bediirf-
nis auch ein rein praktisches, selbstverstindliches, so befinden
wir uns doch gerade hier schon auf einem Boden, wo eine ganze
Gattung modern methodologischer Speculationen emporwuchs, die
in der priicisesten, geistreichsten Weise von Mach zum Ausdrucke
gebracht wurden. Dieser behauptet geradezu, der Zweck der
Wissenschaft sei nur Arbeitersparnis.

Fast mit gleichem Rechte kénnte man, bemerkend, dass bei
Geschiften die grosste Ersparnis wiinschenswert ist, diese einfach
fir den Zweck der Verkaufsbuden und des Geldes erkldren, was
ja in gewissem Sinne in der That richtig wiire. Doch wird man
nur ungern, wenn die Distanzen und Bewegungen, die Grosse,
physikalische und chemische Beschaffenheit der Fixsterne ergriindet,
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wenn Mikroskope erfunden und damit die Urheber unserer Krank-
heiten entdeckt werden, dies als blosse Sparsamkeit bezeichnen.

Allein es ist am Ende Sache der Definition, was man als
Aufgabe, was als Mittel zu deren Erreichung bezeichnet. Héngt
es ja sogar von der Definition der Existenz ab, was existirt, ob
die Korper, ob deren lebendige Kraft, oder iiberhaupt deren Eigen-
schaften, so dass wir vielleicht noch einmal unsere eigene Existenz
einfach hinweg definiren konnen.

Doch genug hievon; das Bediirfnis nach der dussersten Aus-
niitzung der Mittel unserer Auffassungskraft existirt, und da wir
mit dem Auge dio grosste Fiille von Thatsachen auf einmal er-
fassen (wir sagen charakteristisch genug iibersehen) kdnnen, so
folgt hieraus das Bediirfnis, die Resultate des Calciils anschaulich
zu machen und zwar nicht blos fiir die Phantasie, sondern auch
sichtbar fiir das Auge, greifbar fiir die Hand, mit Gips und Pappe.

Wie wenig geschah in dieser Beziebung noch in meinen
Studienjahren ! Mathematische Instramente waren fast unbekannt,
und die physikalischen Experimente wurden hidufig so angestellt,
dass niemand davon etwas sah, als der Vortragende selbst. Da
ich obendrein wegen Kurzsichtigkeit auch die Schrift und Zeichnung
auf der Schultafel nicht sah, so wurde meine Einbildungskraft
stets in Atem gehalten, fast hiitte ich gesagt zu meinem Gliicke.
Doch letztere Behauptung liefe ja dem Zweck dieser Katalog-
studie zuwider, der nur die Anpreisung des unendlichen Riist-
zeuges von Modellen in der heutigen Mathematik sein kann, und
sie wire auch vollstindig unrichtig. Denn hatte auch meine
Vorsteliungsgabe gewonnen, so war es doch nur auf Kosten des
Umfangs der erworbenen Kenntnisse geschehen. Damals war die
Theorie der Fliachen zweiten Grades noch der Gipfelpunkt geo-
metrischen Wissens und zu ihrer Versinnlichung geniigte ein Ei,
ein Serviettenreif, ein Sattel. Welche Fiille von Gestalten, Sin-
gularitdten, sich aus einander entwickelnder Formen hat der Geo-
meter von heute sich einzupriigen, und wie sehr wird er dabei
durch Gipsformen, Modelle mit fixen und beweglichen Schniiren,
Schienen und Gelenken aller Art unterstiitat.

Daneben gewinnen aber auch die Maschinen immer mehr
an Boden, welche nicht zur Versinnlichung dienen, sondern an
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Stelle des Menschen die Miihe der Ausfiihrung wirklicher Rechnungs-
operationen iibernehmen, von den vier Species bis zu den com-
plicirtesten Integrationen.

Dass beide Gattungen von Apparaten auch von den an die
stete Handhabung von Instrumenten ohnedies gewdhnten Physikern
in der ausgedehntesten Weise verwendet werden, ist selbstredend.
Alle moglichen mechanischen Modelle, optische Wellenflichen,
thermodynamische Flichen aus Gips, Wellenmaschinen aller Art,
Apparate zur Versinnlichung der Gesetze der Lichtbrechung und
anderer Naturgesetze sind Beispiele von Modellen erster Art.
In der Construction von Apparaten zweiter Art ging man soweit,
dass Versuche gemacht wurden, die Werte der Integrale von
Differential-Gleichungen, welche in gleicher Weise fiir ein schwer
zu beobachtendes Phdnomen, wie die Gasreibung, und ein leicht
messbares, wie die Verteilung des elektrischen Stromes in einem
leitenden Korper von entsprechend gewihlter Gestalt, durch Be-
obachtung des letzteren Phénomens einfach abzulesen und dann
zur Berechnung der Reibungsconstante aus dem ersteren Phéinomen
zn verwerten. Man erinnere sich auch der graphischen Aus-
wertung der in der Theorie der Gezeiten, in der Elektrodynamik
etc. vorkommenden Reihen und Integralen durch Lord Kelvin,
welcher in seinen ,lectures of molecular dynamics* sogar die 1dee
der Griindung eines mathematischen Instituts fir solche Rech-
nungen ausspricht. :

In der theoretischen Physik kommen jedoch noch Modelle
zur Verwendung, welche ich einer dritten besondern Gattung
zuziéhlen mochte, da sie ihren Ursprung einer besonderen Methode
verdanken, die gerade in jenem Wissenszweige immer mehr zur
Anwendung kommt. Ich glaube, dass dies mehr dem praktisch
physikalischen Bediirfnisse als erkenntnis-theoretischen Specula-
tionen zu verdanken ist. Trotzdem aber hat diese Methode viel-
fach ein eminent philosophisches Gepridge, und wir miissen daher
neuerdings den Boden der Erkenntnistheorie betreten.

Auf der von Galilei und Newton geschaffenen Grundlage
batten namentlich die grossen Pariser Mathematiker um die Zeit
der franzosischen Revolution und spiter eine scharf definirte Methode
der theoretischen Physik geschaffen. Es wurden mechanische
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Voraussetzungen gemacht, woraus mittels der zu einer Art von
geometrischer Evidenz gelangten Principien der Mechanik eine
Gruppe von Naturerscheinungen erklirt wurde. Man war sich
zwar bewusst, dass die Voraussetzungen nicht mit apodiktischer
Gewissheit als richtig bezeichnet werden konnten, aber man hielt
es doch bis zu einem gewissen Grade fiir wahrscheinlich, dass
sie der Wirklichkeit genau entsprichen und nannte sie deshalb
Hypothesen. So dachte man sich die Materie, den zur Erklirung
der Lichterscheinungen notwendigen Lichtither und die beiden
elektrischen Fluida als Summen mathematischer Punkte. Zwischen
je zwei solchen Punkten dachte man sich eine Kraft wirksam,
deren Richtung in ihre Verbindungslinie fdllt und deren Intensitit
eine noch zu bestimmende Function ihrer Entfernung sein sollte
(Boscovic). Ein Geist, dem alle Anfangspositionen und Anfangs-
geschwindigkeiten aller dieser materiellen Teilchen, sowie alle
Kriifte bekannt wiren und der auch alle daraus resultirenden
Differentialgleichungen zu integriren verstiinde, kénnte den gan-
zen Weltlauf voraus berechnen, wie der Astronom eine Sonnen-
finsternis (Laplace). Man stand nicht an, diese Krifte, welche
man sich als das urspriinglich Gegebene, nicht weiter Erklirbare
dachte, als die Ursachen der Erscheinungen, die Berechnung
derselben aus den Differentialgleichungen als ihre Erklirung zu
bezeichnen.

Dazu kam spiiter die Hypothese, dass diese Teilchen auch in
ruhenden Koérpern in Bewegungen begriffen seien, welche zu den
‘Wirmeerscheinungen Veranlassung geben und deren Natur be-
sonders in den Gasen sehr genau definirt wurde (Clausius). Ihre
Theorie fiihrte zu iiberraschenden Vorausberechnungen, so der
Unabhiingigkeit der Reibungsconstante vom Drucke, gewisser
Beziehungen zwischen Reibung, Diffusion und Wirmeleitung etc.
(Mazwell). )

Die Gesamtheit dieser Methoden war so erfolgreich, dass
es geradezu als Aufgabe der Naturwissenschaft bezeichnet wurde,
die Naturerscheinungen zu erkliren und die friiher so genannten
beschreibenden Naturwissenschaften triumphirten, als ihnen die
Hypothese Darwins erlaubte, die Lebensformen und Erscheinungen
nicht blos zu beschreiben, sondern ehenfalls zu erkliren. Sonder-




L. Boltzmann, Methoden dor theorctischen Physik. 93

barerweise machte fast gleichzeitig die Physik die entgegengesetzte
Schwenkung.

Namentlich Kirchhoff schien es zweifelhaft, ob die bevor-
zugte Stellung, welche man den Kriiften dadurch zuwies, dass
man sie als Ursachen der Erscheinungen bezeichnete, eine bo-
rechtigte sei,

Ob man mit Kepler die Gestalt der Bahn eines Planeten
und die Qeschwindigkeit in jedem Punkte oder mit Newfon die
Kraft an jeder Stelle angebe, beides seien eigentlich nur ver-
schiedene Methoden, die Thatsachen zu beschreiben und das Ver-
dienst Newtons sei nur die Entdeckung, dass die Beschreibung
der Bewegung der Himmelskorper besonders einfach wird, wenn
man die zweiten Differentialquotienten ihrer Coordinaten nach der
Zeit angibt (Beschleunigung, Kraft). Mit einer halben Seite waren
die Kriifte aus der Natur hinwegdefinirt und die Physik zur
eigentlich beschreibenden Naturwissenschaft gemacht. Das (ie-
baude der Mechanik war zu fest, als dass diese Verinderung der
Aussenseite sein Inneres hitte wesentlich becinflussen kinnen.
Auch die auf die Vorstellung von Molekillen verzichtenden
Elasticititstheorien waren schon d#lter (Stokes, Lamé, Clebsch).
Doch auf die Entwickelung anderer Zweige der Physik (Elektro-
dynamik, Theorie der Pyro- und Piézoelektricitit etc) gewann
die Ansicht grossen Einfluss, dass es nicht Aufgabe der Theorie
sein konne, den Mechanismus der Natur zu durchschauen, sondern
bloss von moglichst einfachen Voraussetzungen ausgehend (dass
gewisse (rossen lineare oder sonst einfache Functionen seien etc.),
moglichst einfache Gleichungen aufzustellen, die die Naturerschein-
ungen mit moglichster Anndherung zu berechnen erlauben; wie
sich Hertz charakteristisch ausdriickt, nur die direct beobachteten
Erscheinungen nackt durch Gleichungen darzustellen, ohne die
bunten, von unserer Phantasie ihnen umgehingten Mintelchen
der Hypothesen. ,

Indessen waren mehrere Forscher schon friiher dem alten
Systeme von Kraftcentren und Fernkriiften von einer andern
Seite noch empfindlicher zu Leibe gegangen; man konnte sagen
von der entgegengesetzten, weil sie das bunte Mintelchen der
mechanischen Veranschaulichung besonders liebten; man kinnte
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sagen von benachbarter, da sic cbenfalls auf die Erkenntnis
cines den Krscheinungen zu Grunde licgenden Mechanismus
verzichteten und in dem von ihnen ersonnenen Mechanismen
nicht diejenigen der Natur erblickten, sondern blosse Bilder
oder Analogien.*) Mchrere Minner, an der Spitze Faraday,
hatten sich eine ganz verschiedene Naturanschauung gebildet.
Wihrend das alte System blos die Kraftcentra fiir das Reale, die
Krifte fiir mathematische Begriffe gehalten hatte, sah Faraday
deutlich das Weben und Wirken der letzteren von Punkt zu
Punkt im Zwischenraume; das Potential, friher eine nur die
Rechnung erleichternde Formel, war ihm das im Raume real
existirende Band, die Ursache der Kraftwirkung. Faraday's Ideen
waren viel unklarer, als die friheren mathematisch genau pricisirten
Hypothesen und mancher Mathematiker aus der alten Schule schiitate
Faraday's Theorien gering, ohne jedoch durch die Klarheit seiner
Anschauungen zu gleich grossen Entdeckungen zu gelangen.
Bald wurde namentlich in England allenthalben nach mdg-
lichst anschaulicher und greifbarer Darstellung der Begriffe und
Vorstellungen getrachtet, die frither nur in der Apalyse eine
Rolle gespielt hatten. Diesem Streben nach Anschaulichkeit
entsprang die graphische Darstellung der Grundbegriffe der
Mechanik in Mazwell's ,matter and motion”, die geometrische
Darstellung der Superposition zweier Sinusbewegungen, alle durch
die Quaterionentheorie bedingten Veranschaulichungen, so die
geometrische Deutung des Symbols
d! di ds
A= dx? + dy? + dz?

**).

*) Man vergleiche die fast iitherisch fein ausgearbeitets, krystallklare aber
farblose Elasticititstheorie in Kirchhoff's Vorlesungen mit der von Thomson
im 3. Bande der math. and phys. papers gegebenen derb realistischen Theorie
nicht des idealen elastischen Korpers, sondern des Stahls, Kautschuks, Leims,
oder mit der oft kindlich naiven Sprache Maxwell's, der mitten in den Formeln
eine wirklich gute Methode, Fettflecken auszuputzen, zumn Besten gibt.

**) Maxwell, treat. on el. and magn. 1873, vol. I art. 29: nature of the
operator 7 and *; dieselbe wurde spiter auch von anderen bemerkt: Mach,
Uber Hrn. Guebhards Darstellg. der Aquipotentialcurven, Wien, Sitzungsber.,
Bd. 86, pg. 8, 1882. Vgl. auch Wied. Beibl,, Bd. 7, pg. 10, c. r. dor Pariser
Acad., Bd. 95, pg. 479,
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Dazu kam ein zweiter Umstand. Die iiberraschendsten und
weitgehendsten Analogien zeigten sich zwischen scheinbar ganz
disparaten Naturvorgingen. Die Natur schien gewissermassen
die verschiedensten Dinge genau nach demselben Plane gebaut
zu haben oder, wie der Analytiker trocken sagt, dieselben Differen-
tialgleichuugen gelten fiir die verschiedensten Phénomene.

So geschieht die Wiarmeleitung, die Diffusion und die Ver-
breitung der Elektricitit in Leitern nach denselben Gesetzen.
Dieselben Gleichungen konnen als Aufldsung eines Problems der
Hydrodynamik und der Potentialtheorie betrachtet werden. Die
Theorie der Fliissigkeitswirbel, sowie die' der Gasreibung zeigt
die dberraschendste Analdgie mit der des Elektromagnetismus etc.
Vergl. hieriiber auch Mazwell ,scient. pap., vol. 1, pag. 156.

Solche Einflisse driingten auch Mazwell, als er an die
mathematische Ausarbeitung der Faraday'schen Vorstellungen
ging, von vorne herein in eine ganz neue Bahn. Schon Thomson *)
hatte eine Reihe ven Analogien zwischen Problemen der Elasti-
cititstheorie und solchen des Elektromagnetismus hervorgehoben.
Mazxwell erklirte schon in seiner ersten Abhandlung iiber Elek-
tricitdtslehre **), dass er keine Theorie der Elektricitit zu geben
beabsichtige, d. h. dass er selbst nicht an die Realitit der incom-
pressibeln Fliissigkeit und der Widerstandskrifte glaube, die er
dort annimmt, sondern dass er bloss ein mechanisches Beispiel
zu geben beabsichtigt, welches grosse Analogic mit den elektrischen
Erscheinungen zeigt und die letzteren auf eine Form bringen
will, in der sie der Verstand mdglichst leicht erfassen kann.***)
In seiner zweiten Schriftt) geht er noch viel weiter und con-
struirt aus Fliissigkeitswirbeln und Frictionsrollen, die sich inner-
halb Zellen mit elastischen Wiinden bewegen, einen bewunder-
ungswiirdigen Mechanismus, welcher als mechanisches Modell fiir
den Elektromagnetismus dient. Dieser Mechanismus wurde

*) Cambridge a. Dublin math. journal, 1847; math. and phys. pap., vol. I.

*+, Maxwell, On Faradays lines of force. Cambr. phil. trans, vol. X.
Scient. pap., vol. I, pg. 157.

*»*) Maxwell, Scient. pap., vol. I, pg. 157.

1) Maxwell, On physical lines of force. Scient. pap., vol. I, pg. 461.
Phil. mag. (4), vol. 21, pg. 161, 281, 338, 1861, vol. 23, pg. 12, 85, 1862,
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natiirlich von Jenen verspottet, welche ihn wie Zjllner fiir eine
Hypothese im alten Sinne des Wortes hielten und meinten,
Mazxwell schreibe ihm Realitdit zu, was dieser selbst doch so
entschieden ablehnt und nur bescheiden hofft, ,dass durch der-
artige mechanische Fictionen weitere Forschungen auf dem Ge-
biete der Elektricititslehre mehr gefordert als gehindert sein
wiirden“. Und sie waren gefordert; denn Maxwell gelangte durch
sein Modell zn jenen Gleichungen, deren eigentiimliche, fast
unbegreifliche Zaubermacht der hiezu Berufenste, niimlich Heinr.
Heris, in seinem Vortrage iiber die Beziehungen zwischen Licht
und Elektricitit*) pag. 11 so drastisch schildert. Ich mochte den
Worten Hertz nur beifiigen, dass Mazwell's Formeln lediglich
Consequenzen seiner mechanischen Modelle waren und Hertz’
begeistertes Lob in erster Linie nicht der Analyse Mazwells,
sondern dessen Scharfsinn in der Auffindung mechanischer Ana-
logien gebiilirt, '

Erst in Mazwell's dritter wichtiger Schrift**) und in seinem
Lehrbuche ***) schiilen sich die Formeln mehr von dem Modelle
los, welcher Process dann durch Heavyside, Poynting, Rowland,
Herte, Cohn vollendet wurde. Mazwell benutzt noch immer die
mechanische Analogie oder, wie er sagt, die dypnamische Illustra-
tion. Aber er specialisirt sie nicht mehr ins Detail, sondern er
sucht vielmehr die allgemeinsten, mechanischen Voraussetzungen
auf, welche auf Erscheinungen zu fiihren geeignet sind, die dem
Elektromagnetismus analog sind. Thomson wurde durch Erweiter-
ung seiner schon citirten Ideen auf den quasielastischen und
den quasilabilen Ather, sowie auf dessen Veranschaulichung durch
das gyrostatisch-adynamische Modell gefiihrt.

Natiirlich iibertrug Maxwell die gleiche Behandlungsweise
auch auf andere Zweige der theoretischen Physik. Als mechanische
Analogien sind zum Beispiele auch Mazwell’s Gasmolekiile auf-
zufassen, die sich mit einer der fiinften Potenz ihrer Ent-
fernung verkehrt proportionalen Kraft abstossen, und es fehlte

*) Bonn, bei Emil Strauss, 1890.

**) Maxwell, A dypamical theory of the el. magn. field. Scient. pap, I,
pg. 526. Roy. soc, trans. vol. 165, pg. 459, 1865.

¢**) Treat on el. and magn, Oxford, Clar. press 1881,
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in der ersten Zeit wieder nicht an Forschern, welche, Mazwell's
Tendenz missverstehend, seine Hypothese fiir unwahrscheinlich und
absurd erkldrten.

Allmihlich jedoch fanden die neuen Ideen in allen Gebieten
Eingang. Aus dem Gebiete der Wirmetheorie erwihne ich hier
nur Helmholt? beriihmte Abhandlungen iiber die mechanischen
Analogien des zweiten Hauptsatzes der Wiarmetheorie. Ja, es
zeigte sich, dass sie dem Geiste der Wissenschaft besser ent-
sprachen, als die alten Hypothesen und auch fiir den Forscher
selbst bequemer waren. Denn die alten Hypothesen konnten
nur aufrecht erhalten werden, so lange alles klappte; jetzt aber
schadeten einzelne Nichtiibereinstimmungen nicht mehr, denn
einer blossen Analogie kann man es nicht iibel nehmen, wenn
sie in einzelnen Punkten hinkt. Daher wurden bald auch die alten
Theorien, so die elastische Theorie des Lichtes, die Gastheorie,
die Schemata der Chemiker fiir die Benzolringe etc., nur mehr
als mechanische Analogien aufgefasst und endlich generalisirte
die Philosophie Mazwell’'s Ideen bis zur Lehre, dass die Er-
kenntnis iiberhaupt nichts anderes sei, als die Auffindung von
Analogien. Damit war die alte wissenschaftliche Methode wieder
hinwegdefinirt und die Wissenschaft sprach nur mebr in
Gleichnissen.

Alle diese mechanischen Modelle bestanden vorerst freilich
nur im Gedanken, es waren dynamische Illustrationen in der
Phantasie und sie konnten auch in dieser Allgemeinheit nicht
praktisch ausgefithrt werden. Doch reizte ihre grosse Bedeutung
dazu an, wenigstens ihre Grundtypen auch praktisch zu verwirk-
lichen.

Uber einen von Maxwell selbst und einen vom Schreiber
dieser Zeilen unternommenen derartigen Versuch ist im zweiten
Teile dieses Katalogs berichtet. Auch das Modell Fitegerald’s
befindet sich gegenwiirtig auf der Niirnberger Ausstellung, sowie
das Modell Bjerknes’, welche &hnlichen Tendenzen ihren Ursprung
verdanken. Weitere hieher zu zihlende Modelle wurden von
Oliver Lodge, Lord Rayleigh und andern construirt.

Sie alle zeigen, wie die neue Richtung den Verzicht auf
vollstindige Congruenz mit der Natur durch um so schlagenderes

(]
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Hervortreten der Ahnlichkeitspunkte wettmacht. Ihr gehort
obne Zweifel die ndchste Zukunft; doch ebenso verfehlt, als es
frither war, die alte Methode fiir die allein richtige zu balten,
ebenso einseitig wire es, sie, die so viel geleistet, jetzt fiir voll-
stindig abgethan zu halten und nicht neben der neuen zu
cultiviren.

Minchen, August 1892.



Uber mechanische Integrationen.

Von Dr. Alfred Amsler in Schaffhausen.

Alle mechanischen Integrationen von Functionen, welche sich
auf Fliachenclemente beziehen, lassen sich mit denselben Hilfs-
mitteln ausfithren, mit denen man den Flicheninhalt einer ge-
schlossenen Curve ermitteln kann,

Im folgenden sollen die Principien einiger der interessantesten
mechanischen [ntegrationen, welche in der Wissenschaft und in
der Technik Verwendung finden konnen, auseinandergesetzt werden.

Von mechanischen Hilfsmitteln, welche bei den verschiedenen
Instrumémten die Integration besorgen, sind mir drei bekannt,
nimlich '

1) Eine Rolle, deren rundlicher oder flacher Rand mit
sanftem Druck gegen eine Fliche anliegt. Der Rollenrand muss
glatt sein oder darf doch wenigstens keine schiefen Kerben
haben. Findet eine relative Bewegung zwischen Fliche und
Rolle statt, so wird die Rolle durch Reibung von der Fliche in
Umdrehung versetzt. Wird die Rolle so auf der Fliche bewegt,
dass der Beriihrungspunkt einen Weg von der Liinge s senkrecht
zur Rollenaxe beschreibt, so rollt die Rolle auf der Fldche. Ist
r der Radius der Rolle und 9 der Winkel, um welchen sich die
Rolle gedreht hat, so ist rd = s

Ich nenne die Grosse rd die Abwicklung der Rolle und
bezeichne sie mit u. In diesem Falle ist also u=s. Verschiebt
man die Rolle in der Richtung ihrer Axe, so findet kein Rollen
statt, sondern blosses Gleiten, ohne dass sich die Rolle dreht,
dann ist u = o.

rid
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Bewegt man die Rolle so, dass ihr Beriihrungspunkt eine
geradlinige Bahn beschreibt, welche mit der Rollenaxe den Winkel
a bildet, so findet gleichzeitig Rollen und Gleiten statt und es wird

u = ssina.

Andert man die Richtung der Rollenaxe, ohne die Lage des
Beviihrungspunktes der Rolle zu éndern, so findet weder Gleiten
noch Rollen statt und die Rolle dreht sich nicht um ihre Axe.

Es sind dies alle Bewegungsarten, welche eine solche Rolle
ausfithren kann.

Beschreibt der Beriihrungspunkt auf der Fliche eine beliebige
unendlich kleine Bahn ds, wihrend die Rollenaxe gleichzeitig
ihre Richtung #ndert, so hat man daher du = sin a ds, und
beschreibt der Beriihrungspunkt eine Bahn von endlicher Linge,

so wird die Rollenabwicklung u = J'sin o ds.

Bei dieser Ableitung wurde nichts vorausgesetzt {iber die
Beschaffenheit der Fldche, auf welcher die Rolle sich bewegt.
Es ist auch weiter keine Voraussetzung notig, als dass die
Fliche keine Kanten und Ecken habe, und dass die Rollenaxe
stets senkrecht sein soll zur Normalen, welche man im Beriihrungs-
punkt der Rolle auf die Fliche errichten kann.

" Je nach dem Zweck, den man bei Anwendung dieses
Integrationsprincips verfolgt, hat man durch passende kinematische
Verbindungen dafiir zu sorgen, dass sich der Winkel a in der
richtigen Weise idndert. Bei wirklich ausgeftihrten Instrumenten
kommt als Fliche, auf welcher die Rolle liuft, nur vor der Kreis-
kegel, die Ebene oder die Kugel.

Mit diesen Hilfsmitteln kann man eine grosse Menge ver-
schiedener Integrale auswerten; die Genauigkeit der Resultate
geniigt bei sachverstindiger Ausfiilhrung der Instrumente den
weitestgehenden Anspriichen. Eine auf einer Fliche teils rollende,
teils gleitende Rolle dlirfte wohl das einfachste mechanische
Integrationsmittel sein.

Das ilteste Planimeter, von Gonnella im Jahre 1824 erfunden,
enthilt als Integrationsmechanismus eine Rolle, welche auf einem
Kegel lauft. Das Instrument ist schematisch in nachstehender
Figur dargestellt, und mag als Typus aller sogenannten Linear-
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planimeter, oder besser Orthogonalplanimeter (im Gegensatz zu
Polarplanimeter) gelten.
Dessen Einrichtung besteht im Wesentlichen in Folgendem :
Die Rider eines Wagens W laufen in der geraden Nuth
eines auf der Zeichnungsebene ruhenden Lineals. Am Wagen

. X,

ist ein Arm angebracht, der einen drehbaren Kegel triigt, dessen
Axe in einer zur Nuth senkrechten Ebene liegt und gegen die
Zeichnungsebene so geneigt ist, dass die oberste Erzeugende des
Kegels parallel zur Zeichnungsebene ist. Mit dem untersten
Punkt des Endkreises ruht der Kegel auf der Zeichnungsebene.
In einer Fihrung am Wagen ldsst sich, senkrecht gegen die
Nuth des Lineals und parallel zur Zeichnungsebene, eine Stange
a verschieben, welche an einem Ende einen Fahrstift A und in
der Mitte eine auf dem Kegel aufliegende Rolle triigt, deren Axe
parallel zu a ist. Fiihrt man den Fahrstift auf der Curve y = f(x)
von A, bis A,, so verschiebt sich der Wagen um die
Strecke x; der Kegel dreht sich in Folge der Reibung auf der
Zeichnungsfliche proportional zur Grosse der Verschiebung des
Wagens. Dreht sich der Kegel um einen bestimmten Winkel,
so dreht sich auch die darauf ruhende Rolle und zwar ist die
Drehung der letztern proportional zur En#ernung des Beriihrungs-
punktes der Rolle mit dem Kegel von der Kegelspitze. Diese
Entfernung ist aber gleich y, und die Drehung des Kegels
ist proportional zum Zuwachs von x, folglich ist die Drehung

der Rolle proportional zu J'y dx.
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Wird an Stelle des Kegels eine horizontale Scheibe gebracht,
welche sich unter Anwendung passender Hilfsmittel proportional
zur Verschiebung des Wagens W dreht, so ist die Drehung der
Rolle, welche auf dem Durchmesser der Scheibe senkrecht zum
Wagen verschiebbar ist, proportional zur Entfernung des Be-
rilhrungspunktes der Rolle mit der Scheibe vom Centrum der
Scheibe, und die Rollendrehung wird wieder proportional zu

Iydx, wenn der Punkt A eine Curve durchliuft.

Diese Construction wurde im Jahre 1825 ebenfalls von
Gonnella ausgefiihrt.

Das aus dem Jahre 1827 datirende Oppikofer’sche Planimoter
ist identisch mit dem Kegelplanimeter Gonnella’s. Das unter dem
Namen Wetli'sches Planimeter bekannte Instrument ist &hnlich
der zweiten Planimeterconstruction Gonnella’s. Die Frage, wer
die Prioritéit der Erfindung des ersten mechanischen Planimeters
zukommt, findet sich ausfiihrlich erdrtert in Anfonio Favaro, Bei-
trige zur Geschichte der Planimeter, Separat-Abdruck aus der
»Allgemeinen Bauzeitung” Wien 1873. Ebendaselbst findet man
auch eine reichhaltige Zusammenstellung der Originalliteratur iiber
die verschiedenen Planimeterconstructionen bis 1873.

Die Polarplanimeter, welche heutzutage im allgemeinen Ge-
brauch sind und deren Theorie als Ausgangspunkt fiir ander-
weitige Integrationen folgen wird, haben als Integrationsmechanis-
mus die Combination von Rolle und Ebene, die complicirteren
auch wohl von Rolle oder Cylinder und Kugel.

Vergl. J. Amsler, Uber die mechanische Bestimmung des
Flidcheninhalts, der statischen Momente und der Triigheitsmomente
ebener Figuren, insbesondere iber einen neuen Planimeter, Schaff-
hausen 1856; Separat-Abdruck aus der ,,Vierteljahrsschrift der
naturforschenden Gesellschaft in Ziirich®; sowie die franzosische
Zeitschrift ,,Cosmos* des Abbé Moigno, 29. Februar 1856.

2) Ein zweiter Integrationsmechanismus, welcher dem zu-
erst beschriebenen nahe verwandt ist, ist eine Combination von
irgend zicei Fldchen, welche sich aufeinander wilzen.

Bei wirklich ausgefiihrten Instrumenten kommen nur folgende
Flichen vor: Kugel, Kreiscylinder, Ebene, Kreiskegel. Der
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Zweck, welcher durch Anwendung dieser complicirten Mittel ver-
folgt wird, ist die Vermeidung gleitender Reibung, wie sie bei
dem zuerst beschriebenen Integrationsmittel vorkommt.

Wendet man Kugel und Cylinder an, so bleibt die Be-
trachtung genau dieselbe wie bei Anwendung einer Kugel, auf
welcher eine Rolle lduft; nur hat man dort an Stelle von Rolle
den Ausdruck Cylinder zu setzen und zu beachten, dass. wenn
sich der Beriihrungspunkt von Cylinder und Kugel in der Richtung
der Cylinderaxe veriindert, der Cylinder in seine neuen Lagen
durch Walzen anstatt durch Gleiten kommt.

Weniger allgemein aufgefasst und fiir alle ebenen Integra-
tionen noch hinreichend, kann man den
Mechanismus auch folgendermassen definiren.
Die Rotationsaxen der Kugel K und des
Cylinders C sollen in einer und derselben
Ebene liegen und den veriinderlichen Winkel
o mit einander bilden. Dreht sich die
Kugel um einen unendlich kleinen Winkel ¢
um ihre Rotationsaxe und bezeichnet r den
Radius der Kugel, so ist die Abwicklung du
des Cylinders C

du = r ¢ cosa.

Andert man den Winkel a, so wilzt sich der Cylinder auf
der Kugel, ohne sich zu drehen. Andert man den Winkel a,
wihrend man die Kugel drebt, so wird nach einer relativen Be-
wegung des Systems von endlicher Grosse die Cylinderabwicklung
u=r J' cos o .

Durch passende kinematische Verbindungen hat man dann
wieder fiir die zweckdienliche Herstellung des Winkels zu sorgen.
Ein Planimeter mit diesem Integrationsmechanismus ist beschrieben
in der Abhandlung ,Neuere Planimeter-Constructionen® von
J. Amsler-Laffon, Zeitschrift fiir Instrumentenkunde, Berlin 1884.
Es ist dies meines Wissens die einzige Planimeterconstruction,
bei welcher gar kein Gleiten vorkommt*) Die Bedingung des

*) Es soi gestattet hier die folgende historische Bemerkung cinzufiigen:
Bereits zu Anfang des Jahres 1855, kurz nachdem die ersten (Sang's)
Planimeter nach England kamen, hat Clerk Maawell cin Planimeter olne
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blossen Wilzens ohne Gleiten ist bei deu sogenannten Kugel-
planimetern von Coradi nur anndhernd erfillt.

Da Planimeter dieser Kategorie seit einiger Zeit auch in
praktischen Gebrauch gekommen sind, will ich hier das oben
citirte Instrument meines Vaters als Typus dieser Gattung
Instrumente kurz beschreiben.

glestende Resbung construirt, bei welchom sich zwei Kugeln von gleichem
Radius aufeinander abwiilzen. Die betr. Publication Maxwell's, datirt vom
22. Januar 1865, findet sich in den Transactions of the Royal Scottish Society
of Arts vol. IV, part. IV, und ist betitelt: ,,Description of a new form of
the Platomeler, an Instrument for measuring the Areas of plane figures
drawn on Paper* (Wieder abgedruckt in den Werken Bd. I p. 230 ff.).

Die Charakteristik des Instrumentes (das unseres Wissens nie ausgofiihrt
worden ist) ist kurz dic folgende: Eine Kugel I mit horizontaler Axe dreht
sich proportional der Bewecgung cines Wagens in der Richtung der x-Axe
(vergl. nebenstehende, der genannten Abhandlung entnommene Figur). Eine
zweite Kugel II, um eine verticale und cine horizontale Axe wird dagegen ge-
presst. Die Umdrehung dieser zweiten Kugel um ihre horizontale Axe ist
proportional der Drehung der ersten Kugel und der Euntfernung der Beriihr-
punkte beider Kugeln von der Drehaxe der ersten Kugel. Die Verbindungs-
linie der Mittelpunkte beider Kugeln wird stets senkrecht gefiilhrt zu einem
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- Die Axe H trigt eine Kugelcalotte O und ein konisches
Zahnridchen, welches auf dem horizontalen gezahnten Kreis Q
lduft. Der. Fahrstift F ist an einem Arm befestigt, der um die

ri'

verticale Axe C drehbar ist. Letztere geht durch das Centrum
der Kugel O. Auf der obern Seite des Fahrarms ist parallel
zur Richtung C F eine Nuth angebracht, in welcher die beiden

Stabe, welcher den Mittelpunkt der ersten Kugel mit einem in der Richtung
der y-Axe gleitenden Schlitten verbindet, welcher den Fahrstift triigt, Man
beweist leicht, dass das y der Curve dann stets proportional ist der Entfernung
des Beriihrungspunktes beider Kugeln von der Drehaxe der crsteren. Dio
Umdrehung der zweiten Kugel um ihre horizontale Axe ist dann proportional
dem umfahrenen Flichenstiick.

Maxwell hat auch (in eben dicgser Abhandlung) ein Polarplanimeter an-
gegeben, bei welchem die Bewegung des in einer Hilse verschiebbaren Fahr-
arms durch einen auf ciner Hyperbel gleitenden Hebel auf den Integrator
iibertragen wird. Dieser letztere ist von der obeu beschricbenen Art.

Die Redaction.
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Réder h eines Wagens laufen. Der Wagen trigt den Cylinder D,
welcher die Kugel auf dem horizontalen grossten Kreis mit
leichtem Druck beriihrt. Bewegt man den Fahrstift F auf einem
Kreisbogen, dessen Centrum P ist, so dreht sich die Kugelcalotte
um einen Betrag, der proportional ist zu der Lénge des von C
durchlaufenen Weges, welchen ich wieder mit s bezeichne. Ist
F C senkrecht zu P C, so rotirt der Cylinder D nicht. Bildet
F C den Winkel « mit jener urspriinglichen Lage, so beriihrt der
Cylinder die Kugel in einem Punkt, dessen Abstand von der
Rotationsaxe der Kugel gleich ist r sin &, wenn r den Radius der
Kugel bedeutet. Dreht man nun das Instrument in dieser Lage
um den Punkt P, ohne die relative Lage von FC und CP zu
verandern, so rotirt der Cylinder D proportional zu r sina und
zu s. Die Drehung des Cylinders wird mithin gleich crsin a,
wobei ¢ eine Constante bedeutet, welche von den Dimensionen
des Instruments abhingt.

Fihrt man den Fahrstift I auf einem Kreisbogen, dessen
Centrum C ist, so dreht sich die Kugelcalotte nicht, dagegen
indert der Cylinder seine Lage auf der Kugel. Der Cylinder
willzt sich, ohne zu gleiten, in seine neue Lage, wobei der Wagen
sich auf der Nuth des Fahrarms etwas verschiebt. Der Cylinder
rotirt bei dieser Bewegung nicht. Beschreibt der Fahrstift F
irgend eine Curve, so findet gleichzeitig Drehen der Kugel und
Wiilzen des Cylinders statt und letzterer rotirt dabei um einen

Betrag der gleich ist crIsinads, welcher Wert pi'dportional

ist zum Flicheninhalt der von F beschriebenen Curve. Wire der
Rahmen, welcher den Cylinder D triigt micht beweglich in der
Richtung des Fahrarms, so wiirde das Instrument trotzdem noch
obiges Integral richtiz angeben. Allerdings kinnte dann der
Cylinder scine Lage auf der Kugel nicht mehr éndern, ohne zu
gleiten. Auch ist es theoretisch durchaus nicht notig, dass die
Axe C durch den Kugelmittelpunkt geht, wenn sie nur die
Rotationsaxe der Kugel schneidet. Selbstverstindlich muss dafir
gesorgt sein, dass unter allen Umstinden der Cylinder die Kugel
stets beriihrt.

Ferner ist es nicht notig, dass der Cylinder die Kugel in
einem grossten Kreis beriihre, der Cylinder kann sogar wiihrend
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der Bewegung des Instruments seine Lage auf der Kugel belichig
veriindern, wenn dabei nur seine Axe sich selbst parallel bleibt.
Liegen jedoch dic Rotationsaxe des Cylinders und die Rotations-
axe der Kugel nicht in ein und derselben Ebene, so findet bei
jeder Rotation der Kugel ein Gleiten des Cylinders auf der
Kugel statt.

Soll néimlich blosses Rollen von Cylinder auf Kugel statt-
finden, so muss die Fortbewegungsrichtung der beiden materiellen
Punkte, in welchen die beiden Flichen sich beriihren, fiir beide
Punkte dieselbe sein. Denkt man sich also im Beriibrungspunkt
eine Tangente an den Parallelkreis der Kugoel gelegt, so muss
diese Linie auch gleichzeitiz Tangente des Cylinderkreises sein,
der durch den Beriihrungspunkt geht. Dieses ist aber nur
moglich, wenn sich die Rotationsaxen von Kugel und Cylinder
schneiden. Liegen die beiden Rotationsaxen nicht in einer
Ebene, so bilden dic Tangenten der beiden Beriihrungskreise
cinen Winkel ¢ miteinander. Bedeutet u, den Weg, welchen der
Beriithrungspunkt auf dem Parallelkreis der Kugel bei deren
Rotation zuriicklegt, und u, den resultirenden Weg des Be-
rithrungspunktes auf dem Cylinderkreis, so ist u, = u, cos ¢.

Es findet also eine schiefe relative Bewegung statt, welche
Gleitung bedingt. Sollte keine Gleitung stattfinden, so miisste
die Bedingung u, = u, erfiillt sein.

Wiirde bei dem beschriebenen Planimeter der Cylinder die
Kugel nicht in dem horizontalen grissten Kreis beriihren, sondern
hober oder tiefer, so wire die Entfernung des Berithrungspunktes
von der Rotationsaxe der Kugel nicht gleich, sondern grosser als
rsina
cos ¢’
und u, == u, cos ¢ = crsinads sein,
womit nachgewiesen ist, dass auch in diesem Fall das Instrument
richtige Resultate giebt. Ohne den Cylinder oder den ihn tragenden
Rahmen in der Richtung der Rotationsaxe des Cylinders be-
weglich zu machen, ist es nicht moglich, ein Gleiten des Cylinders
auf der Kugel zu vermeiden, wohl aber kann man durch zweck-
miissige Wahl der verticalen Axe C des Fahrarms die Gleitung
bedeutend reduciren, was beim Kugelplanimeter von Coradi in

- ‘s rsina
Es wiirde mithin u, =c¢ - -- dx

rsin a, niamlich gleich
! g cox ¢
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geschickter Weise durchgefiihrt ist. Dort ist die Axe C durch
den Schnittpunkt der Rotationsaxen von Kugel und Cylinder ge-
richtet. Das den Cylinder tragende Riéhmchen ist drebhbar um
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eine Axe parallel zum Fahrarm. Dreht man den Fahrarm um
den Winkel a aus seiner urspriinglichen Lage heraus, so kommt
der Cylinder durch unvollkommenes Wilzen in seine neue Lage.
Der Betrag, um welchen der Cylinder dabei gleitet, ist gleich der
Differenz der krummlinigen, auf der Kugel gemessenen Ent-
fernung D, D, und der Entfernung der Projectionen der Punkte
C und D, auf die schiefe Cylinderaxe C; D,. Bei kleinen Werten
von a ist jene Differenz verschwindend klein. Bei jeder schiefen
Lage des Cylinders beriihrt dieser die Kugel in einem Punkt, der
tiefer liegt als Dy, es wird in Folge dessen bei einer Rotation
der Kugelcalotte ebenfalls ein particlles Gleiten des Cylinders
stattfinden. Da nun bei kleinen Werten von a der Beriihrungs-
punkt wenig tiefer als D, liegt, so ist auch das resultirende
Gleiten des Cylinders sehr unbedeutend.

) e
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Die Combination von Kugel und Ebene, oder Kugel und
Kreiskegel , geniigt fiir sich allein nicht zur Auswertung eines
Integrals. Um ein Resultat zu bekommen, muss man noch einen
Cylinder zu Hilfe nehmen.

Man denke sich eine ebene Scheibe S und einen Cylinder C
dessen Axe parallel zur Scheibenebene gerichtet ist. Eine Kugel
K liege gleichzeitig gegen den Cylinder und die Scheibe an und

zwar so, dass die Kugel die Scheibe in einem DPunkt eines
Durchmessers berithrt. Die Beriihrungspunkte der Kugel mit
der Scheibe und dem Cylinder seien resp. B und D.

Eine Vorrichtung soll gestatten, die Kugel in der Richtung
der Cylinderaxe so zu verschieben, dass sich dabei die Kugel
frei drehen kann und Cylinder und Scheibe stets beriihrt.
Dreht sich die Scheibe um ihre Axe um den Winkel ¢ wihrend
die Lage der Kugel unverdindert bleibt, so dreht sich letztere um
eine Axe, welche parallel zur Cylinderaxe ist. Diese Drehung
wird von der Kugel direct auf den Cylinder iibertragen. Be-
zeichnet y die Entfernung des Scheibenmittelpunkts vom Be-
rithrungspunkt der Kugel mit der Scheibe, so wird der vom
Cylinder abgewickelte Bogen

du = y de.

Verschiebt man die Kugel in der Richtung der Cylinderaxe,
so rollt sie einerseits der . Scheibe entlang, andererseits dem
Cylinder entlang; eine Drehung des Cylinders findet nicht statt.

Bringt man daher die Scheibe in Drehung, wihrend man
die Lage der Kugel passend verdindert, so erhilt man nach einer
Bewegung des Systems von endlicher Grosse als Cylinderabwicklung

u == Iyd:p.
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Bringt man diesen Mechanismus z. B. an Stelle des Kegels
oder der Scheibe im Gonnella’schen Planimeter und die Kugel
an Stelle der Rolle, so hat man ein Linearplanimeter ohne
Gleitung. Will man wirklich keine Gleitung haben, so muss die
Gabel, welche die Kugel hin- und herschiebt, mit Fiihrungsrollen
versehen sein, deren Axen parallel zur Verbindungslinie von B
und D gerichtet sind.

Dieser Integrationsmechanismus ist zwar complicirt, hat aber,
wie die Linearplanimeter die Eigentiimlichkeit, in jedem Augen-
blick das fertige Resultat anzugeben, ohne dass man das System
in die Anfangslage zuriickbringen muss. Der Mechanismus wurde
von Sir W. Thomson bei einom Apparat zur Auswertung der
Coéfficienten periodischer Reihen angewendet.

(Siehe W. Thomson, Natural Philosophy.)

3) Der dritte Integrationsmechanismus ist von den beiden
vorhergehenden wesentlich verschieden. Der Mechanismus be-
steht in einer Rolle mit scharfem Rand, welche auf einer Fliche
rollt, ohne seitlich gleiten zu konnen; dagegen muss sie sich um
ihren Beriithrungspunkt auf der Fliche drehen kionnen. Statt
einer scharfkantigen Rolle kann man auch irgend eine sich nicht
drebende Schneide auf der Fliche laufen lussen. Die Abwicklung
kommt hier nicht in Betracht; die Rolle soll nur eine gewisse
Lage oder eine gewisse Richiung fixiren. '

Zur Erkenntnis der Wirkungsweise der Rolle im ersten Fall,
denke man sich eine scharfkantige Rolle R, welche sich auf ihrer
Drehungsaxe verschieben ldsst.

Bewegt sich ein Punkt A der Drehungsaxe parallel zur
Ebenc der Rolle und sorgt man dafiir, dass sich die Richtung

der Rollenebene nicht #ndern kann, so rollt

die Rolle auf der Fliche in der Richtung der

\% Rollenebene; die Entfernung des Punktes A
) .. 7 von der Rollenebene, auf welche es nun
,_:_“‘;),ﬁd‘ ankommt, #ndert sich dagegen nicht. Bewegt
man dagegen den Punkt A in der Richtung

der Rollenaxe, so bleibt die Rolle stehen und die Axe gleitet ein
Stiick weit durch die Rolle. Ich nenne diese Strecke 1.
Bewegt man den Punki A auf der beliebigen unendlich

S
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kleinen Bahn ds, und sorgt dafiir, dass sich der Winkel a
welchen die Rollenebene mit der Bewegungsrichtung von A bildet,
nicht #ndert, so wird dl = dssina. Andert sich der Winkel
gleichzeitig unendlich wenig, so hat dies auf die Linge dl keinen
Einfluss. Bewegt man den Punkt A auf einem endlichen Curven-
stiick, so wird

1 = J' sin a ds.

Durch passende kinematische Verbindungen hat man dann
wieder fiir die Herstellung des Winkels a zu sorgen.

Das einzige mir bekannte Instrument, welches auf diesem
Princip besirt, ist ein Polarplanimeter meines Vaters (siehe
dJ. Amsler, Vierteljahrschrift 1856.)

Um die Wirkungsweise einer scharfkantigen Rolle, welche
eine gewisse Richlung fixiren soll, einzusehen, denke man sich
eine Stange RA so mit der Rolle verbunden, dass der Be-
rithrungspunkt der Rolle auf der Fliache sich nur
in der Richtung der Stange verschieben lisst,
und dass die Richtung der Rollenebene gleich-
zeitig beliebig verdndert werden kann. Ver-
schiebt man nun die Stange A R parallel zu sich
selbst, so dass A die zu A R senkrechte Bahn ds
beschreibt, so rollt die Rolle in der Richtung ihrer
Ebene. Dabei verschiebt sich der Punkt R auf
der Stange um die Strecke dl. Es ist dl = tgads. Durch-
lduft A ein endliches Curvenstiick und sorgt man durch passende
kinematische Verbindungen fiir die Herstellung des Winkels a,

so erhdlt man 1 = thads.

Jin Instrument, welches auf diesem Integrationsprincip
basirt, ist das zeichnende Planimeter (Integraph genannt) von
Abdank-Abakanowicz.

Es soll nun gezeigt werden, wie man die besprochenen In-
tegrationsmechanismen angewendet hat und anwenden kann, um
Integrale von praktischer Bedeutung auszuwerten. Ich beschrinke
mich der Einfachheit wegen auf die Anwendung des erstgenannten
Integrationsmittels, néimlich einer Rolle, welche auf einer Fliche
teils rollt, teils gleitet, bemerke jedoch, dass man dasselbe auch
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leisten konnte mit Zugrundelegung der andern Integrations-
principien.

Ich betrachte zundchst eine begrenzte Gerade a, deren End-
punkte A und B auf zwei beliebigen, in derselben Ebene liegen-

den festen Curven s und s’ gleiten. Bei einer unendlich kleinen
Parallelbewegung bestreicht die Gerade a die Fliche

asin a ds
wenn a den Winkel bedeutet, welchen a mit der Bewegungs-
richtung des Punktes A und ds die Linge der Bahn von A be-

deutet.
Dreht sich die Gerade a um den Punkt A um den Winkel dp,

]
80 bestreicht a die Flache a 2d?.

Finden beide Bewegungen gleichzeitig statt, so ist das be-
strichene Flidchenelement

al?
dF = a sin a ds 4 o de.

Fiihrt die Gerade a eine endliche Bewegung aus, so ist daher
die von a bestrichene Fliche

A a¥
1‘=afsinads + 5 7

wobei dae Integral iber den ganzen vom Punkt A durchlaufenen
Weg auszudehnen ist; ¢ ist der Winkel zwischen Anfangs- und
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Endlage der Geraden a. Fallen diese zusammen, so ist entweder
¢ == 0 oder == 2z je nachdem die Gerade a wihrend der Bewegung
keine oder eine ganze Umdrehung gemacht hat; und es wird
dementsprechend

F===a sin a0 ds

oder F == afsin ads 4 a*zn

Sind F, und F, die Flicheninhalte von s resp. s, und nehmo
ich den kiinftig blos in Betracht kommenden Fall an, dass A und
B die beiden Curven in demselben Sinn durchlaufen, so ergibt
eine einfache Betrachtung, die ich hier nicht ndher ausfiihren
will; dass

F =F—F,

mithin ¥, — F, = afsin o ds
oder F, —F = afsin ads 4 a*z.

Gleitet der Punkt auf s hin und her, so ist
F,==0 und F, =a|sin a ds.

Denkt man sich nun, dass die Gerade a eine Stange vor-
stellt, welche eine Rolle triigt, die auf der Zeichnungsebene ruht
und deren Axe parallel zu a ist, so hat man ein Instrument, um
Flicheninhalte zu messen. Wird niémlich der Punkt A durch
eine kinematische Verbindung auf der Curve s und der Punkt
B mit der Hand auf der Curve s’ gefithrt, so gibt die Rolle den

Wert des Integm]sj'sinads an, wenn die Stange a wieder in die

Anfangslage zuriickgekehrt ist.

Bezeichne ich wie friiher die Rollenabwrcklung mit u, so
hat man

u== J'sin ads
und Fy=au

Wiihlt man fir die Curve s einen Kreis, so kommt man zu
dem bekannten Polarplanimeter von J. Amsler Laffon.*)

*) Siche J. Amsler, Vierteljahresschrift 1856.
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Ich nehme nun an, der Punkt A werde auf einer Geraden x
gefiihrt. Fiir den Inhalt der von B umfahrenen Figur hat man
wieder

au=a|dssina.

Setze ich ds=dx, asina =7y, s0 wird

au =J‘y dx,

worin y als Function von x anzusehen ist.

ey

Durch die Substitutionen y =a sina, dx = ds kaon ich
umgekehrt jedes Integral von der Form

Jy" dx,

welches sich iiber eine geschlossene Curve y == f (x) erstreckt,
und worin n eine positive ganze Zahl bedeutet, durch Integrale
von der Form

const. st sin

ausdriicken, also durch Integrale, welche mit den bisher ange-
wandten Hilfsmitteln mechanisch ausgewertet werden kounen,
wenn man nur im Stande ist, jederzeit den Winkel B, der eine
Function von a ist, durch einen Mechanismus herzustellen. Macht
man jene Substitution, so wird

Jy"dx:a"‘rds sin"e . ......
Nun ist
firn=2p+41

(—1)p2*sin*+'a=sin(2p + l)a—2—Eli_—lsin(2p—1)a +..,
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und fir n =2q

(—1;‘2“"“sin’“a=cos2qa—gl—qcos(2q——2) a+....

Setzt man fiir sin® & diese Werte in J'ds sin® a ein, so erhilt man

fiirfy‘ dx einen Ausdruck, der nur noch Integrale von der Form

c‘rsin ma ds oder ¢ Jsin (% — ma) ds enthilt (m bedeutet
eine positive ganze Zahl, ¢ eine Constante), sodass also B = ma
oder B = -;— — m a wird.

Ist mit der Stange AB eine zweite Stange AB’ bei A durch
ein Scharnier verbunden, und durch einen Mechanismus dafiir ge-
"sorgt (was auf verschiedene Arten moglich ist), dass in jedem
Moment der Bewegung der Winkel B, welchen AB’ mit der Ge-

A

P

raden x bildet, gleich- m a ist, so wickelt, wenn man mit B die
geschlossene Figur y = f (x) umfiihrt, eine an der Stange AB'
angebrachte Rolle einen Bogen ab, der gleich ist

u’ =fsin B ds, wenn die Rollenaxe parallel zu AB’,

u = f cos B ds, wenn dieselbe senkrecht zu AB’an der Stange
befestigt ist.

Zur Auswertung eines jeden in dem fiirfy" dx substituirten
Ausdruck vorkommenden Integrals ist eine Stange mit daran be-
festigter Rolle erforderlich; alle Stangen miissen in A scharnier-
artig mit einander verbunden sein und jederzeit mit der Geraden x

8‘
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einen Winkel bilden, der gleich ist einem ganzen Vielfachen von .
Die Summe der mit den entsprechenden Constanten multiplicirten
Rolleriabwicklungen ergibt dann den Wert des Integrals

[y

welches sich iiber den ganzen von B durchlaufenen geschlossenen
Weg erstreckt.

Ein Beispiel dieser Art Instrumento ist der Integrator
von J. .Amsler-Laffon, welcher die Integrale

J.y dx, Iy” dx und J'ys dx,
gleiéhzeitig auswertet (Vergl. J. Amsler, Vierteljahresschrift).
Nachdem es gelungen ist, das Integral _fy“ dx mit denselben
Hilfsmitteln auszuwerten, mit denen sich j y dx mechanisch be-
stimmen ldsst, kann man sich fragen, ob es nicht auch gelingt,

durch Umfahren einer Figur Integrale von der Form f y x"dx

mechanisch auszuwerten. Es ist dies in der That méglich und
auch fir den Fall m = 1 von der Firma J. Amsler- Laffon
und Sohn mehrfach ausgefiihrt worden zum Zweck der Unter-
suchung von Rotationskorpern aus deren Schnitt durch die Rota-
tionsaxe (ballistische Untersuchungen). Eine Beschreibung dieses
Instruments ist bis jetzt noch nicht publicirt worden.

Sind x und y die Coordiraten eines Punktes der ebenen
Figur, welche durch Rotation um die x-Axe den Rotationskirper
erzeugt, so ist das Volumen desselben

V== f y2dx,

das statische Moment des Kirpers in Bezug auf die y-Ebene
M= u_fy”xdx,

das Trigheitsmoment in Bezug auf dieselbc Ebene
I, = 21ffy’ x? dx,

und das Triigheitsmoment in Bezug auf die Rotationsaxe

I, = ;-_fy‘ dx.
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Die Integrale erstrecken sich tiiber die die Rotationsfliche
erzeugende Curve und iiber die Rotationsaxe.

Die Ermittlung von V und I, kann mit den bekannten Hilfs-
mitteln geschehen; anders verhilt es sich mit M, und I,, welche
die Bestimmung von Integralen der Form _f y* x® dx erfordern.
Zu diesem Ende muss man das bisherige Integrationsprincip
etwas modificiren. Die Grosse y" x™ als variable Function und dx
als Argument in den Mechanismus hineinzulegen, ginge aus kine.
matischen Griinden nicht an. Es bleibt daher nichts anderes
dbrig als y als Function von x und x™dx als variables Differen-
tial zu verwenden. Zur Erliduterung der Art, wie dies geschehen
kann, diene die mechanische Integration im einfachsten Falle
fy*xdx.

Setzt man y = 2asin g, so wird

y? = 4a?sin e = — 2a%cos 2a 4 Ya?
und
fy’xdx =—-2a’_fxcos2adx + 2a’_fxdx'
Uber eine geschlossene Curve ausgedehnt ist _f xdx = o, und es
bleibt
jy’xdx =—2a’jxcos2adx
Um dieses Integral zu bestimmen, dient folgender Mechanis-

F =
iy

= =

mus. In der Nuth eines Lineals parallel zur Rotationsaxe xx
lanfen die Réader zweier Wigen W1 und Wi Der Wagen Wi
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gibt einer Stange senkrecht zu xx Fiihrung. Am Ende triigt
die Stange den Fahrstift F. AB und BC sind zwei gleich lange
Stangen, welche in B durch ein Scharnier verbunden sind. Die
Stange AB dreht sich um den Punkt A und dreht ein damit
starr verbundenes Zahnrad z,, welches in ein halb so grosses Zahn-
rad z, eingreift. Letateres Zahurad trigt eine Rolle R, deren
Axe mit der Linie xx den Winkel 2a bildet, wenn AB (oder BC)
den Winkel a mit xx bildet. Die Rolle R liegt mit sanftem Druck
auf einer drehbaren ebenen Scheibe S auf, welche vom Wagen W
getragen wird. Der Wagen Ws: wird vom Wagen Wi in Be-
wegung gesetzt und zwar so, dass sich die Entfernung der beiden
Wagen in gleichem Verhiltnis &ndert, als der Wagen Wi sich
lings des Lineals bewegt. Gleichzeitig erhilt die Scheibe S eine
Drehung proportional zur Fortbewegung des Wagens Ws. Es ge-
schieht dies folgendermassen. Am Wagen Wz ist eine hori-
zontale Zahnstange t befestigt, welche auf einem verticalen Zahn-
rad p, ruht, dessen Axe senkrecht zum Lineal vom Wagen W1 ge-
tragen wird und welches auf einer Zahnung des Lineals lduft.
Bewegt sich der Wagen Wi, so rollt das Zahnrad p, auf dem
Lineal und treibt die Zahnstange und damit den Wagen Wz von
Wi weg, so dass die Entfernung von W1 und W: proportional
ist zu x. In Folge dessen wird auch die Entfernung des Punktes,
in welchem die Rolle R die Scheibe S beriihrt, vom Mittelpunkt
der Scheibe in gleichem Verhiltnis wachsen wie x.

Der Wagen Ws trigt ebenfalls ein verticales Zahnrad p,,
welches auf dem Lineal rollt. Von der Axe dieses Zahnrades
aus wird die Scheibe S durch ein konisches Riderpaar in Um-
drehung versetzt. Die Bewegung des Wagens W3 ist proportional
zu X, also ist auch die Drehung der Scheibe S zu x proportional.

Nehmen wir an, die Rolle R beriihre die Scheibe S im Cen-
trum, wenn sich der Fahrstift auf der y-Axe bofindet. Verschiebt
man den Fahrstift um die Strecke x, so wird auch die Entfernung
der Rolle R vom Mittelpunkt der Scheibe — const. x. Ver-
schiebt man nun den Fahrstift um dx parallel zur x-Axe, so
dreht sich die Scheibe S, und zwar so, dass ein Punkt des
Kreises der Scheibe S, in welchem die Rolle R die Scheibe
beriihrt, einen Weg beschreibt, der gleich ist const. x dx. Da
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nun die Rollenaxe den Winkel 2« mit xx bildet, wird durch
jene Drehung die Rolle um const. x cos 2o dx gedreht. Ausser
dieser Drehung erhilt die Rolle noch eine weitere Drehung,
welche von der relativen Bewegung von Rolle und Scheibe her-
riibrt; dieser Teil der Drehung betrigt const. sin 2a dx. Bewegt
man den Fahrstift in der Richtung der y-Axe, ohne x zu ver-
#ndern, so dreht sich die Rolle um ihren Beriihrungspunkt, ohne
jedoch zu rotiren. Bei einer endlichen Bewegung des Fahrstifts
bekommt man daher als Gesamtrollendrehung

u = const f x cos 2a dx 4 const f sin 2a dx.

Das Integral I sin 2a dx ldsst sich durch eine Rolle ermitteln,
welche auf einer am Wagen Wi angebrachten Scheibe lduft, so

dass nun die Aufgabe, das Integral f x co8 2a dx zu ermitteln, ge-
lost ist.

Die Auswertung des Integrals _f y* x* dx, in welchem m>1
ist, bietet deswegen grissere mechanische Schwierigkeiten, weil es
nun darauf ankommt, die Entfernung des Wagens Wi von Wi
so zu reguliren, dass sie proportional ist zu x™~', was aber
immerhin moglich ist. '

Es liegt nun nahe zu untersuchen, ob man nicht auch da-
durch zur mechanischen Auswertung neuer Integrale von geo-
metrischer oder mechanischer Bedeutung gefiihrt wird, dass man
annimmt, ein Endpunkt der Stange a, z. B. A durchlaufe eine
geschlossene Curve s, wihrend die Stange selbst stets durch einen
festen Punkt P geht.

Triigt die Stange a (s. Fig. niichste S.) eine Rolle, deren Axe
parallel zu a ist, so ist deren Abwicklung u, nachdem A die
Curve s durchlaufen hat, wieder gleich

u =Jsinads 4+ 2nbnx,

wenn die Stange an volle Umdrehungen gemacht hat.

b bedeutet den constanten Abstand des Punktes A von der
Ebene des Rollenrandes; a hat die frithere Bedeutung.

Es seien r, ¢ die Polarcoordinaten des Punktes A in Bezug
auf eine beliebige durch P gehende feste Gerade g als Polaraxe
und P als Coordinatenanfangspunkt. Der Winkel ¢ soll wihrend
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der Bewegung von a abnehmen, wenn sin a positiv ist, wachsen,’

wenn sin « negativ wird. Bei jeder unendlich kleinen Bewegung

von a besteht dann die Relation
ds sina = — rdep.

- Liegt P ausserhalb der von A durchlaufenen Curve s, was
ich zunéchst annehmen will, so ist n =0, und die Stange a oder
deren Verldngerung schneidet die Curve s in jedem Augenblick
in einer geraden Anzahl von Punkten. Ich fasse zwei benachbarte
Lagen der Stange a ins Auge, welche die Curve s resp. in den
Punkten A,, A’ und A,, A, treffen mogen. Durchliuft der Punkt
A die Strecke A,, A,, so wickelt die an der Stange a angebrachte
Rolle einen Bogen ab, der gleich ist

du, = ds, sina, = — r, dp

wenn A, P =r, A A, = ds,, o, = Winkel P A, A, gesetzt
wird. Durchlduft A die Strecke A’y A‘,, so wickelt die Rolle den
Bogen ab

du’, = ds sin o', = r, de,

wobei ds',, @', r', dhnliche Bedeutung wie die nicht gestrichenen
Buchstaben haben, Es ist daher
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n
du, 4 du’, = ds, sin a, 4 ds’, sin &', = (r', — r,) dp = dgofdr

n

wenn man unter r den Radiusvector irgend eines in dem Recht-
eck A, A, A, A liegenden Punktes versteht.

]

A; 47

Da man in jedem Moment der Bewegung dieselbe Betrachtung
anstellen kann, so ist die Richtigkeit folgender Gleichung evident:

u =fds sin a=ffdrdp

Das Doppelintegral erstreckt sich iiber die ganze von s ein-
geschlossene Fliche. Setze ich noch rdr dp = dw, so geht die
Gleichung iiber in

dw

un = —

T

Da dw das Element jener Fliche ist, welches die Entfernung
r von P hat, so stellt das Integral das Pofential der mit Masse
von der Dichtigkeit 1 belegt gedachten von s eingeschlossenen
Flache in Bezug auf den Punkt P dar.
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Liegt P innerhalb der Curve s und ist n = 1, so ist

r

du = ds sina -+ bdp = d¢ fdr + bdyp, mithin

-—+2b

also ist u — 2 bz gleich dem Potential der von s begrenzten
Figur in Bezug auf den Punkt P.

Mit folgendem einfachen Instrument ist man daher i im Stand,
das Potential einer ebenen Figur in Bezug auf irgend einen in
ihrer Ebene gelegenen Punkt P durch blosses Umfahren derselben
zu messen. Kine Hiilse ist um eine durch P gehende und auf
der Zeichnungsebeno senkrecht stehende Axe drehbar. In der
Hiilse lidsst sich die Stange a verschieben, welche einen verticalen
Stift A zum Umfahren der Figur und eine auf der Zeichnungs-
ebene mit Reibung aufliegende Rolle trigt, deren Axe parallel
zur Stange ist.

Die Losung des Problems, das Potential einer ebenen Figur
in Bezug auf einen Punkt ihrer Ebene mechanisch auszuwerten,
fiihrt unmittelbar zu der Frage, ob es moglich ist, den gefundenen
Mechanismus so zu erweitern, dass man mit seiner Hilfe das Po-
tential auch in Bezug auf einen ausserhalb der Ebene der Figur
liegenden Punkt bestimmen kann.

Die Losung dieser Aufgabe, sowie die sich unmittelbar
daraus ergebenden Probleme den Flicheninhalt einer sphirischen
Figur aus ihrer stereographischen Projection, oder aus ilirer ebenen
Projection vom Mittelpunkt der Kugel als Projectionscentrum
mechanisch zu bestimmen, wiirde hier zu weit fiihren und ich
verweise daher auf die Originalpublicationen (4. Amsler, Mechan.
Bestimmung des Potentials und der Anziehung; Carl's Reper-
torium fiir Physik, Band XV und Alfred Amsler, Uber den Flichen-
inhalt und das Volumen durch Bewegung erzeugter Curven und
Flichen, und iiber mechanische Integrationen, Schaffhausen 1880).

Ich bemerke noch, dass alle Siitze, welche sich auf den
Flicheninhalt durch Bewegung erzeugter Curven in der Ebene
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beziehen, auch noch Geltung haben auf der Kugel, wenn man die
bewegliche Gerade durch ein Stiick eines grossten Kreises ersetat.
Auch das Planimeter kann verwendet werden zur Messung der
wirklichen Flicheninhalte einer auf einem Globus gezeichneten

Figur.

Vorstehende Figur zeigt ein Polarplanimeter, welches zur
Messung sphirischer Figuren eingerichtet ist. (Siehe J. Amsler-
Laffon, Neuere Planimeter-Constructionen, Zeitschrift fiir In-
strumentenkunde 1884.)

Mechanische Integration von Differentialgleichungen
zwischen zwei Variablen,

Die bisher besprochenen Integrationsmethoden und kinema-
tischen Verbindungen losten allgemein die Aufgabe mit Hiilfe
eines Mechanismus aus der Gleichung

dy = f (x) dx.
zu jedem Wert von x den zugehorigen Wert von y zu be-
stimmen, wenn das Gesetz f(x) durch eine gezeichnete Curve
gegeben ist oder in der Bewegung eines Gliedes einer kinema-
tischen Verbindung liegt, und ausserdem ein zusammengchdriges
Wertepaar (x, v,) bekannt ist.

So wenig als dort von einem analytischen Ausdruck fiir y
die Rede sein konnte, wird dies hier der Fall sein, sondern
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man wird sich begnfigen . miissen, fiir discrete Werte der
einen Variablen jeweils die zugehdrigen numerischen Werte der
andern zu erhalten; oder aber man wird statt eines analytischen
Ausdrucks entweder wieder eine Curve erhalten, die durch den
Mechanismus gezeichnet wird, oder das Gesetz der Abhéangigkeit
der beiden Variablen wird wieder ausgesprochen sein in der Be-
wegung einzelner Teile des Mechanismus.

Nach diesen Bemerkungen ist ersichtlich, dass auch bei der
mechanischen Integration von Differentialgleichungen von der
Voraussetzung ausgegangen werden muss, dass die in den
Differentialgleichungen vorkommenden Functionen durch eine
kinematische Verbindung ausgedriickt werden konnen oder
graphisch gegeben seien, was eigentlich dasselbe besagt, da in
letzterem Fall die Hand, die mit einem Teil des Mechanismus
die gezeichnete Curve verfolgt, die kinematische Verbindung er-
setzt. Ferner ist klar, dass man mittelst eines Mechanismus nicht
das allgemeine Integral, sondern nur particulire Integrale eincr
Differentialgleichung erhalten kann, und dass daher ausser der
Differentialgleichung selbst noch so viele zusammengehorige Werte-
paare der beiden Variablen gegeben.sein miissen, dass im Integral
der Differentialgleichung keine willkiirlichen Constanten vor-
kommen konnen. :

Da die Mechanismen zur Auflosung der Differentialgleich-
ungen der Natur der Sache nach so complicirt sind, dass sie
schwerlich je in praktischen Gebrauch kommen werden und zu-
dem fur jede Art von Differentialgleichungen wieder ein anderes
Instrument hergestellt werden miisste, will ich nicht naher, weder
auf diesen Gegenstand, noch auf die mehrfachen Integrationen
eingehen, sondern mich mit dem Hinweis auf die diesbeziiglichen
Mitteilungen in meiner Abhandlung ,Uber den Flicheninhalt ete.*
begniigen.



Uber Instrumente zur Harmonischen Analyse.

Von O. Henrici in London,

Nach Fourier kann jede periodische Bewegung eines Punktes
mit der Periode T in eine endliche oder unendliche Anzahl von
einfachen periodischen Bewegungen mit den Perioden T, /5T,
15T . . . zerlegt werden.

Diese einfachen periodischen Bewegungen sind die Sinus-
Bewegungen, wie sie bei den kleinen Schwingungen eines Pendels
ausgefihrt werden. Sir Wm. Thomson (jetzt Lord Kelvin) nennt
sie einfach harmonische Bewegungen.

Bewegt sich ein Punkt gleichformig auf einem Kreise, so
beschreibt seine Projection auf irgend einem Durchmesser eine
einfache harmonische Bewegung. Eine solche kann man mechanisch
in folgender Weise hervorbringen. Eine, sagen wir horizontale,
Axe triigt eine excentrische Scheibe. Uber diese greift von oben
cine Gabel, in der verticalen Ebene der Scheibe liegend. Die
Gabel kann sich’ nicht vertical, wohl aber horizontal in ihrer
eigenen Ebenc bewegen. Wird nun die Axe gleichférmig ge-
dreht, so beschreibt jeder fest mit der Gabel verbundene Punkt
eine horizontale einfach harmonische Bewegung. Einen solchen
oder einen #hnlichen Mechanismus wollen wir immer voraus-
setzen, wenn in den zu beschreibenden Mechanismen von einfach
harmonischen Beéwegungen die Rede ist.

Die harmonische -Analyse einer gegebenen periodischen Be-
wegung besteht nun in der Bestimmung der Amplituden und
Phasen der componirenden einfach harmonischen Bewegungen
oder, analytisch ausgedriickt, in der Bestimmung der Coéfficienten
welche in der Entwickelung einer Function in eine Fourier'sche
Reihe auftreten.
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Setzen wir die Periode T hier der Einfachheit wegen gleich
2z und schreiben

f(t) = 4t, + A, cost 4+ A, cos2t 4 ...
-+ B, sint 4+ B, sin2t 4 ...,
so ist fiir jedes n

1 2n 1 2r
A, = ——ff(t) cosntdt, B,= ——ff (t) sin ntdt.
T 0 TJ o

Es handelt sich also um die Ermittelung dieser beiden
Integrale. Instrumente zur harmonischen Analyse sind daher
Integratoren, welche Integrale der obigen Form ermitteln.

Eine solche harmonische Analyse ist fir viele praktische
Untersuchungen nétig. Thomson’s Instrument ist zundéichst er-
sonnen, wn die tdglichen Anderungen der Temperatur und des
Luftdruckes zu analysiren. Diese Arbeit ist fiir eine Reihe von
Jahren in der Meteorological Office in London ausgefiihrt und
veroffentlicht. Als andere Anwendungen erwdhne ich die Ent-
wickelung der Intensitit eines alternirenden elektrischen Stromes
in eine Fourier'sche Reihe, sowie eine #hnliche Entwickelung des
Temperaturzustandes im Innern des Cylinders einer Dampfmaschine
zur Bestimmung der Wirme, welche durch die Wandung des
Cylinders stromt. In letzterem Falle ist das Indicatordiagramm
harmonisch zu analysiren.

W. Thomson’s Analysator.

In Sir Wm. Thomson's (Lord Kelvin) Harmonic Analyser,
dem ersten ausgefiihrten Instrumente dieser Art, ist die zu ana-
lysirende Curve auf einem Cylinder verzeichnet, der der Curven-
cylinder heissen mag. Wihrend dieser gedreht wird, erhilt eine
Zahnstange durch passenden Mechanismus eine einfach periodische
Bewecgung. Diese wird auf eine Scheibe iibertragen, deren ge-
zahnter Rand in die Zahnstange eingreift. Die Scheibe oscillirt
also harmonisch um ihren Mittelpunkt, und zwar n-mal
wihrend einer Umdrehung des Cylinders. In dem ausgestellten
Modell hat n die Werte 0, 1, 2, in dem Instrument, welches in
der Meteorological Office in London gebraucht wird, hat n auch
den Wert 3.
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Dicse Scheiben sind doppelt vorhanden mit Ausnahme der
ersten, fir welche n = o, ihre Phasen unterscheiden sick um
einen rechten Winkel. Die Axen der Scheiben sind rechtwinklig
zur Cylinderaxe und unter einem Winkel (45°) gegen die Hori-
zontalebene geneigt.

Vor jeder Scheibe liegt, ohne sic zu beriihren, ein horizontaler
Cylinder, dessen Umdrehung die Werte der Integrale gibt. Sie
mdgen Registrir-Cylinder genannt werden.

Zwischen Scheibe und Cylinder liegt eine frei bewegliche
Kugel, welche mittelst einer von oben dariiber greifenden Gabel
hin und her bewegt werden kann. Der Beriihrungspunkt mit
dem Cylinder beschreibt hierbei eine Erzeugende, derjenige mit
der Scheibe den horizontalen Durchmesser. Es schadet jedoch
nicht, wenn der Beriihrangspunkt nicht genau den Durchmesser,
sondern eine Sehne bestreicht. Hier soll aber angenommen
werden, dass er auf dem Durchmesser liegt.

Wird die Scheibe gedreht, wihrend die Kugel ihren Mittel-
punkt berihrt, so wird der Cylinder nicht gedreht. Ist aber die
Kugel um die Strecke y vom Mittelpunkt der Scheibe verschoben,
so erhilt, fir eine Drechung der Scheibe um den Winkel deg,
der Cylinder eine solche Drehung, dass der Beriihrungspunkt die
Strecke y d¢ beschreibt und der Cylinder sich um den Winkel

d = ‘é dp dreht, wo ¢ noch den Radius des Cylinders bedeutet.

Die Maschine arbeitet nun in folgender Weise. Der Curven-
cylinder wird mit der einen Hand gedreht, wiihrend die andere
den Fahrstift so fiihrt, dass er auf der Curve bleibt. Der Fahr-
stift, der sich auf der oberen Erzeugenden des Cylinders bewegt,
ist fest verbunden mit ciner horizontalen Stange, welche die Gabeln
der verschiedenen Kugeln trigt. Wenn also der Fahrstift um die
Strecke y verschoben ist, so sind alle Kugeln um die gleichen
Strecken vom Mittelpunkt ihrer Scheiben verschoben. Ist der Curven-
cylinder um einen Winkel & gedreht, so hat cine Zahnstange die
Strecke a sin nd cine andere dic Strecke a cos n® durchlaufen.
Die der ersten Stange entsprechende Scheibe, deren Halbmesser
b sei, hat sich daher um einen Winkel ¢ gedreht, so dass

by = asinnd und bde = na cos nd d9.

. .
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Die Drehung des entsprechenden Registrir-Cylinders ist also nach
dem obigen fiir eine Drehung d¥ des Curven-Cylinders

d¢ = gg y cos nd d9.

Fiir eine volle Umdrehung des Curven-Cylinders ist also
1 2n
a, = -T-t-fg'cosnﬂ- dd = C.¢,

wo C eine Constante bedeutet, welche von den Dimensionen des
Instruments abhingt.

Die Ubertragung der Bewegung von der Scheibe auf den
Registrircylinder mittelst einer frei beweglichen Kugel ist von
dem kiirzlich verstorbenen Prof. James Thomson, Bruder Lord
Kelvin's, erfunden. Sie hat den Zweck, alle bei anderen Inte-
gratoren auftretenden  gleitenden Reibungen zu vermeiden.
Dieser Mechanismus ist seitdem von Prof. Hele Shaw benutzt
worden zur Construction verschiedener Integratoren; auch von
Rev. Fred. Smith in Oxford, dessen in Abteilung I ausgestellter
Integrator ohne gleitende Reibung arbeitet. Prof. Hele Shaw hat
jedoch gefunden, dass seine bisher ausgefiihrten Instrumente an
neuen Fehlern leiden. Diese rithren teilweise daher, dass die
Kugel eine bedeutende Masse bat und daher bei rascher Be-
wegung ein bedeutendes Moment erhilt, welches Gleiten verur-
sacht; teilweise wohl auch daher, dass die Beriihrung der Kugel
mit anderen Korpern nicht in geometrischen Punkten stattfindet.
Lord Kelvin's Harmonic Analyser zeigte den Fehler, dass sich
der Registrircylinder drehte, wenn die Kugel bei ruhender Scheibe
hin und her bewegt wird, und zwar tritt dieser Fehler immer in
demselben Sinne auf. Diesem ward dadurch abgeholfen, dass die
Axen der Cylinder durch kleine Gewichte vorwiirts, von der
Scheibe weg, gedriickt werden.

Unter diesen Umstidnden scheint es zweifelhaft, ob James
Thomson’s Mechanismus wirklich viel mehr leistet wie Amsler's
Instrumente mit Registrirrollen, welche gleichzeitig rollen und
gleiten, so lange wenigstens, als glattes Papier benutzt wird oder
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wenn die Rollen, wie in Coradi's Planimeter, immer auf speciell
priparirten Flichen laufon.

Es scheint daher, dass die neuen zu beschreibenden Instru-
mente zur harmonischen Analysis, das von mir und namentlich das
von Mr. Sharp angegebene, wenn sie sorgfiltig ausgefiihrt werden,
fir manche praktische Zwecke ebenso brauchbare Resultate geben
werden, als dic sehr viel teurere und nicht leicht transportable
Maschine von Lord Kelvin.

Neues Instrument,
Betrachten wir hier zuerst die Integrale, fiir welche n = 1 ist.
Wir haben dann, wenn wir noch t = x, f(x) =y setzen,

A,=——fycosxdx B, =— fysmxdx

Um diese Integrale zu bestimmen, kann man die Curve
= f (x) zwischen den Werten von X = o0 bis x = 2« auf
die Oberfliche eines (vlinders vom Radius 1 zeichnen.

Diesen Cylinder denken wir uns horizontal gelegt und um
seine Axe drehbar. Dic obere Linie des Cylinders enthilt dann
in jeder Lage cinen Punkt der Curve. Die Curve lduft in sich
zuriick. Der dem Werte x = o entsprechende Punkt soll der
Nullpunkt - beissen. Jeder andere Punkt P der Curve ist dann
durch den Wert eines x bestimmt, welcher hier als der Winkel
¥ erscheint, um den der Cylinder gedreht werden muss, um statt
des Nullpunktes den Punkt P nach oben zu bringen.

Die Tangentialebene, welche den Cylinder oben beriihrt, wird
dann horizontal liegen. Dieser Ebene erteilen wir jetzt eine hori-
zontale einfach hurmonische Bewegung rechtwinklig zur Axe,
d.h. wenn der Cylinder sich um den Winkel x gedreht hat, soll
die Ebene um die Strecke z = csin x sich vorwiirts bewegen,
so dass nach einer vollen Umdrehung des Cylinders die Ebene
in ihre Anfangslage zuriickkehrt.

Der Punkt P auf der Curve beschreibt dann auf der Tan-
gentialebene eine Curve, welche dasselbe y hat als die gegcbene
Curve, wihrend die Abscisse statt x den Wert z — ¢ sin x hat.

Ein Flichenelement der neuen Curve hat daher den Wert
ydz = cycosxdx, und die ganze Curve schliesst die Fliche

9
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: 2n
U = cfycosxdx

o

ein. Diese Flache dividirt durch o=z ist also gleich dem ge-
wiinschten Coefficienten A,. Hierbei ist der Wert von c¢ beliebig.
Derselbe kann also so gewihlt werden, wie es bei der Ausfiihrung
eines Instrumentes passend erscheint. Ein auf diese Betracht-
ungen gegriindetes Instrument habe ich in folgender Weise aus-
gefithrt. Eine der Cylinderaxe o« parallele Axe § wird durch
Zahnrider so mit & verbunden, dass beide gleichzeitiz eine Um-
drehung machen. Die Axe B trigt eine excentrische Scheibe,
welche mittelst einer dariiber gehenden Gabel einer horizontalen
Platte die gewiinschte harmonische Bewegung erteilt. Die obere
Fliche dieser Platte liegt in der Tangentialebene des Cylinders.
Auf der Verlangerung dieser Platte wird also die Curve be-
schrieben, deren Inhalt U zu bestimmen ist. Dies geschieht
mittelst eines gewdhnlichen Amsler’schen Planimeters. Der Pol
wird in die Platte gesetzt und bewegt sich mit ihr. Der Fahrstift
wird lidngs eines Lineals, welches tiber der oberen Linie des Cylinders
liegt, so bewegt, dass er immer auf der Curve bleibt, wihrend
der Cylinder 'gedreht wird. Dies gibt sofort U und daher A,.
Wird bei Beginn der Bewegung die excentrische Scheibe um
. cinen rechten Winkel gedreht, so erhilt man den Coéfficienten B,
statt A,. Um auch A, und B, zu bestimmen, setzen wir nt =x
und erhalten '

1 2nr
A = —ff(t)cosxdx -
nz,J o

Hier ist t = x/n. Wird die Curve y = f(t) in der Richtung
des t auf das n-fache ausgedehnt, so wird eine neue Curve er-
halten y = f (x), welche fiir jedes x das zugehdrige y gibt.
Diese Curve wird n-mal den Cylinder umschliessen und mittelst
dieser konnen nun A, und B, crhalten werden. Durchléuft der
Fahrstift diese Curve, so dreht sich 8 n-mal. Dies kann man jedoch
einfacher dadurch errcichen, dass man B sich n-mal drehen lésst,
wiihrend der Cylinder mit der urspriinglichen Curve sich einmal
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dreht. Dies ist durch Einschalten passender Rider leicht be-
werkstelligt.

Das ausgefiihrte Modell erlitt wihrend der Anfertigung ver-
schiedene Anderungen. Dadurch ward es schliesslich zu compli-
cirt und arbeitete nicht gut. Es wire aber leicht, ein Instrument
auszufiihren, welches diese Ubelstinde nicht zeigt. Ein Ubel-
stand ist, dass fiir jeden Coéfficienten die Curve einmal mit dem
Fahrstift durchlaufen werden muss.

3

Anderes Instrument.
Man erhilt durch teilweise Integration der Integrale

2r 2
v cos nx dx und | y sin nx dx
o o
1 2n l 21!
A, == — | sinnxdy; B,= --|cosnx dy.
nw 0 ¢ nx ° *

Der Mecbanismus zur Ermittelung dieser Integrale wird nun
ein ganz anderer. Die Anwendung einer harmonischen Bewegung
ist nicht notig. "Sci die Curve y =f (x) wieder auf dem Cylinder
verzeichnet. Wir brauchen dann die Summe aller dy, jedes mul-
tiplicirt mit sin nx oder mit cosnx, d h. wir baben in jedem
Augenblick dy zu zerlegen in zwei rechtwinklige Componentens
deren ciner den Winkel nx mit dy macht. Bewegt man eine
Rolle, wie sie in Amsler's Planimeter die Integration registrirt,
in einer geraden Linie, wihrend dic Axe der Rolle einen Winkel &
mit der Geraden macht, so registrirt diese Rolle die Linge 1 sin &,
wo 1 die wirklich beschricbene Linge bezeichnet. Ahnlich re-
registrirt cine Rolle, welche ihre Axe rechtwinklig zur crsten
hat, die Linge + 1cus §.

Ein auf diese Principien basirtes Instrument ist das in Abt. 1
ausgestellte von Henrici. Ein Wagen, parallel der Axe des Cylinders
beweglich, trigt ecinen Fahrstift, der die obere Erzeugende des
Cylinders bestreicht.  Wiahrend der Cylinder mit der cinen Hand
gedreht wird, filhrt dic andere den Fahrstift lings der Curve, bei
welcher Bewegung der Wagen mit bewegt wird. Der Wagen
triigt ferner an ciner verticalen Axe e zwei Registrirrollen R,

9.
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und R,, deren Axen einen rechten Winkel einschliessen. Diese
rollen auf einer horizontalen Platte und zwar immer auf derselben.
Diese kann daher aus passendem Material hergestellt werden.
Wird der Cylinder um den Winkel x gedreht, so dreht sich
die Axe e durch passenden Mechanismus um den Winkel nx.
Bei einer kleinen Drehung des Cylinders um den Winkel dx be-
wegt sich der Fahrstift um die Strecke dy parallel zur Cylinder-
axe. Die Registrirrollen drehen sich daher um die Winkel
dy cosnx und dysinnx. Sie geben also wihrend emer vollen

1]
und daher sofort die Coéfficienten A, und B,.

Hierbei ist zu bemerken, dass die Registrirrollen nur dann
richtige Resultate geben, wenn ihro Beriihrungspunkte in der
geometrischen Axe von ¢ liegen, oder wenn die Ebenen dieser
Rollen durch s gehen. Sonst ist eine Correctur nétig. Wenn
& sich cinmal dreht, so wird die Rolle einen Kreis durchrollen,
welcher eine Ablesung C ergibt. Diese ist durch Umdrehung
um e leicht zu ermitteln. Von der Ablesung der Rolle nach
Umfahrung der Curve ist also nC abzuziehen.

Es wiire nicht schwierig, mit dem Wagen statt einer Axe &
<~gine Reihes, ¢, & . . . solcher Axen zu verbinden, welche sich
1, 2, 3 ... mal drehen, wenn der Curvencylinder eine Um-
drehung gemacht hat. Trigt jede dieser Axen ein Paar Registrir-
rollen, so ergibt deren Ablesung sofort die entsprechenden
Coéfficienten A, und B,.

In dem ausgestellten Modell ist die Ubertragung der Drehung
des Cylinders auf die Axes in folgender Weise hergestellt. Der
Cylinder trigt auf der Verlingerung seiner Axe eine Scheibe V,
welche auf einer horizontalen Scheibe H ruht. Die Umdrehung
des Cylinders bewirkt daher auch eine Umdrehung der Scheibe H.
Um diese Drehung der Scheibenaxe auf die Axe s der Registir-
rollen zu iibertragen, sind beide durch zwei Gelenkstangen A, A
mit cinander verbunden, welche in B durch ein Charnier ver-
bunden sind. Die Enden konnen sich frei um e respective um
die Scheibenaxe drehen. Diese Axen sowie die Charnieraxe

2= ,
Drehung des Cylinders die Integrale de .CO8 nX undey sin nx,
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tragen, fest mit ihnen verbunden, Scheiben, um welche endlose
Stahlbénder gelogt sind. Schematische Zeichnung des Apparates
vergl. Teil II pag. 212.

Es ist fiir gute Arbeit des Instrumentes nétig, dass die letat
erwiahnten drei Axen parallel sind. Das Modell leidet hier an
dem Fehler, dass diese Bedingung nicht genau erfillt ist.

Um endlich zu bewirken, dass Axe & n Umdrehungen
macht bei einer Umdrehung des Cylinders, kann die oben er-
withnte Scheibe V auf der Axe des Cylinders verschoben werden,
so dass sie auf einem kleineren oder grdsseren Kreise der
Scheibe H rollt.

Statt das die Curve tragende Papier auf dem Cylinder zu
befestigen, kann man es lose auf den Cylinder legen, wenn eine
Vorrichtung getroffen wird, mittelst welcher der Cylinder das
Papier wiihrend seiner Drehung mit sich zieht. Dies ist in Sir
Wm. Thomsons Maschine der Fall.

Man kann nun aber auchk den Process umkehren, indem man
das Papier auf ein Zeichenbrett befestigt und den Cylinder auf
dem Papier rollen lisst.

Man konnte dies auf folgende Weise realisiren. Ein Wagen
lduft auf drei Rédern. Das eine ist nur ein Laufrad. Die
beiden andern haben den Durchmesser des Curvencylinders und
laufen in Richtung der x-Axe. Die zu analysirende Curve
muss also ihre Basislinge gleich dem Umfang dieser Réder haben.
Der Wagen triigt ferner die Axe s mit den Registrirrollen, welche
durch die Wagenaxe getrieben wird, dhnlich wie im ausgestellten
Modell. Eine Bowegung des Fahrstiftes treibt den Wagen um
die gleiche Strecke in derselben Richtung vorwirts. Eine Be-
wegung in Richtung dery dagegen lidsst den Wagen ruhen, treibt
aber die Axe ¢ mit den Registrirrollen auf dem Wagen entlang.
Die Registrirrollen selbst laufen dabei auf einer priparirten Fliche.

Bei einer solchen Anordnung hat man den Vorteil, dass man
nur mit einer Hand zu arbeiten hat, da die Bewegung des Fahr-
stifts lings der Curve den ganzen Mechanismus in Bewegung
setzt. Dies wire beim Gebrauch ein grosser Gewinn,
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Sharp’s Analyser.

My. Sharp hat jedoch ganz kiirzlich eine Modification des
von mir ausgestellten Instruments ersonnen, welche einen ein-
facheren Mechanismus hat und, wenn richtig ausgefiihrt, nicht
nur gute Resultate erwarten ldsst, sondern auch leichter zu hand-
haben sein wird.

Ein Wagen lauft hier in Richtung der y, gefithrt in #hnlicher
Weise wie einer von Coradi’s Planimetern, oder wie dessen
Integraph. Er konnte vielleicht besser auf einer Schiene laufen
wie Amsler’s Integrator. Dieser Wagen trigt in Richtung der x
eine Zahnstange, welche in dieser Richtung sich frei hin und her
bewegen kann. Mit dieser verbunden ist der Fahrstift. Ein auf
dem Wagen ruhendes Zahnrad Z greift in die Zahnstange ein
und treibt direct oder durch eingeschaltetes Ridderwerk die Axe ¢
mit den zwei Registrirrollen. Letztere laufen auf dem Papier oder
auf einer préparirten Platte, welche an der Seite der gezeichneten
Curve auf dem Papier ruht.

Wird der Fahrstift in der Richtung der x um die Strecke x
bewegt, so bleibt der Wagen in Ruhe, die Zahnstange verschiebt
sich um die Liinge x und dreht das Rad um einen Winkel x,
falls der Radius von Z der Einheit gleich ist. Eine Axe e, welche
n Umlédufe fiir einen des Zahnrades macht, dreht sich also um
den Winkel nx. Die Registrirrollen registriren hierbei nichts.
Wird Jetzt der Fahrstift und mit ihm der Wagen um die Strecke
dy verschoben, so registriren die Rollen die Werte, welche
dy cos nx und dy sin nx proportional sind.

Ist nun die Basis der zu analysirenden Curve von der
Lange 2=, so geben die Registrirollen die Werte der Integrale

2r 2r
dycosnx  und dy sin nx
] o

und daher die Werte von A, und B,

Ist die Basis der Curve, also die Periode von vy =- f (x),
nicht gleich 2x, so hat man sie dem Umfange des Rades Z
gleich zu machen, oder vielmehr die Curve in der Richtung der
x s0 zu dehnen, dass ihre Periode dem Umfange des gegebenen
Zahnrades gleich wird.
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Wihrend der Fahrstift die Curve durchlduft, bewegt sich der
Wagen bei wachsendem y vorwiirts, bei abnehmendem riickwirts.
Die Zahnstange aber geht immer vorwirts in Richtung des x
welches immer wichst, da ja y eine einwertige Function von x
sein muss, wenn eine Entwickelung in eine Fourier’sche Reihe
miglich ist.

Dieser Umstand ist sehr wichtig fiir die leichte Handhabung
des Instruments. Wm. Sharp schlingt um die Axe s eine Schnur,
filhrt diese horizontal {iber eine Rolle und spannt sie durch ein
herabhéingendes Gewicht, welches die Zahnstange in Richtung
der x zu bewegen strebt. Es ist so zu reguliren, dass es der
Reibung im Réderwerk fast das Gleichgewicht hilt. Der Fahr-
stift kann also sehr leicht in der x-Richtung bewegt werden.
Man kann daher, ohne die Leichtigkeit der Handhabung zu zer-
storen, eine Anzahl Axen ¢, ¢, s . .. anbringen, welche sich
wihrend einer Umdrehung des Zahnrades ein, zwei, drei . .. mal
drehen. Wenn jede dieser Axen sodann ein Paar Registirrollen
triigt, so ergibt ein einmaliges Durchlaufen der Curve sofort die
Coéfficienten erster, zweiter, dritter . . . Ordnung.

Lisst man alle Registrirrollen auf einer préparirten Platte
laufen, welche auf dem Papier ausserhalb der zu analysirenden
Curve liegt, so diirfte die Genauigkeit des Instruments fir die
meisten praktischen Zwecke vollauf geniigend sein.

Der Cosfficient A, ist nicht auf diese Weise bestimmbar,

Sein Wert ist
2n
1 1
—2— A, = ZZ—ﬁJZ d.x

Er gibt den Mittelwert aller y und erfordert die Ermittelung der
Fliche zwischen der x-Axe und der Curve y = f(x). Sie kann
also mit Hilfe eines gewdhnlichen Planimeters gefunden werden.

In Sir Wm. Thomson’s Analyser gibt einer der Registrir-
cylinder sofort dies Integral. Mr. Sharp hat ebenfalls eine Vor-
richtung angegeben, welche denselben Zweck erreicht.

Hat man die Coéfficienten A,, B, durch das Instrument ge-
funden, so bleibt noch iibrig die Amplitude und Phase zu be-
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stimmen, welche die durch y = A, cos nx -~ B, sin nx besti.mmten
Curven besitzen. Setzt man

A cosnx 4 B,sinnx = a,cos(nx - a)
so ist
a’, = A? 4 B2 und tana — %, sin o =E.
Zur Bestimmung dieser Grossen a, und sin o hat Gen.-Lieut.
Strachey einen Rechenschieber construirt, welcher in Abteilung I
ausgestellt ist.

Man erhilt also schliesslich die Reihe
M =}a + acos(x + @) + 8 cos @x + @) +. . .

Ist diese erhalten, so ist es von Interesse, alle durch die ver-
schiedenen Glieder einzeln repriisentirten, einfach harmonischen
Curven in richtiger Lage auf der Basis der gegebenen Curve zu
verzeichnen. Hierzu dient der gleichfalls in Abteilung 1 ausge-
stellte Apparat des Gen.-Lieut. Strackey, durch welchen einfach
harmonische Curven von gegebener Amplitude und Phase ge-
zeichnet werden konnen.
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I. Abteilung.
Arithmetik; Algebra, Functionentheorie; Integralrechnung.

Erster Abschnitt. Arithmetik.
A. Rechenapparate.

| Besebreibung und Gebrauch der logarithmisehen Rechenstiibe ete.
von ). H. Lambert, Augsburg 1772, und Zusiltze zu den logarithmischen
Tabellen ete. von ). H. Lambert, Berlin 1770.
Ausgestellt von Prof. Ch. A. Vogler, Berlin.

2 Sammlung von Rechensehiehern und Anlegemasstiiben aus dem Math.-
mech. institut von Dennert & Pape, Altona.

3 Rechenschieber von Albert Nestler, Lahr in Baden.

Preise im Einzelverkauf:

Rechenschieber aus Buchsholz in den Lingen 21cm  26cm  52cm
ohne Liufer, . . . . . . . . MB— MDH— HI18—;
desgl. mit Laufer . . . . . . . , 6.— , 6.— ,, 21.—;
desgl. mit Liufer und Lupe . . . . , 12— 12— 30.—;

Rechenschieber mit Celluloidauflage in den Lingen 26cm 562 cm
ohne Liufer . . . . ., . . . . . . ., Mb—J —
desgl. mit Léufer . . . . . . . . . . , 7150 , 36.—,

4 Rechenschieber von A. Hasselblatt, Prof. am technologischen Institut in
St. Petersburg, Veriffentlicht 1890.

Dieser Rechenschieber ist aus vier auf cinander geleimten und zu-
sammengepressten Lagen Carton hergestellt und durch eiven wasser-
dichten Uborzug gegen die Einfliisse der Wiirme und Feuchtigkeit ge-
schiitzt. Er ist kiirzer, aber breiter uud diinner als die iblichcn Rechen-
schieber aus Holz (208 X 71 X 5 mm statt 260 X 32 X 10 mm), Die
aus zwei Cartonlagen bestehende ,,Zunge* trdgt an beiden Riindern die-
selbe, einmal wiederholte, logarithmische Teilung von 100 mm Linge,
wihrend von den benachbarten Réndern des ,Stabes (,Lineales) der



140

1. Abteilung.

obere cine ebensolehe, der untere eine logarithmische Teilung im doppelten
Masstabe hat. Dieser mittlere Teil ist demnach wie die Vorderseite eines
gewohnlichen Rechenschiebers ohne Ldufer eingerichtet. Die Teilungen
fiir sin, tang und log, welche sich bei anderen Rechenschiebern ge-
wohnlich auf der Riickseite der Zunge befinden, sind auf der Vorderseito
des Stabes angebracht und noch um eine Vorrichtung zur Bestimmung
der Cuben und Cubikwurzeln vermehrt. Letztore besteht aus einer, die
ganzo Liinge einnehmenden, logarithmischen Teilung und einer ihr gegen-
iiber gestellten, dreimal wiederholten logarithmischen Teilung mit nur
cin Drittel so grosser Lingeneinheit. Die abgeschriigten Kanten des
Rechenschicbers enthalten Teilungen in Millimeter und Sechszehntel Zoll
engl, auf der Riickseite stehen mathematische und physikalische Con-
stanten, Tabellen fiir Massverwandlungen, Gewichtsberechnungen u. s. w.

(Preis in Russland 2Ys Rubel.)
(Hasselblatt, Mehmke.)

6 Logarithmisch-graphische Rechentafel von Steuerrat Scherer in Cassel.

Die Tafel besteht aus einer Gruodplatte von Stahlblech und einem
Schieber von Glimmer. Auf der Gruodplatto mit den Abmessungen
33X21 cm sind in 20 parallelen Linien die 10 Stiicke einer logarith-
mischen Teilung von 15m Linge zweimal von unten nach oben abgetragen.
Um in allen Lagen des Schicbers ablesen zu konnen, ist in der Ver-
lingerung jedes Stiickes das niichstfolgende noch cinmal angetragen. Eine
ehenso grosse logarithmische Teilung ist in Streifen von 5 mm Breite und
5 mm Zwischenraum auf die Unterseite des Schiebers gedruckt, der
18 X 12 cm Groisse hat. Auf der Grundplatte sind rechts und links noch
zwei gewOhnliche Masstibe von je 15em mit Teilstrichen von 1—100
angebracht, auf welchon man die 2,—4. Stelle der Mantisse des Logarith-
men irgend einer Zahl dor Tafel ablesen kann, withrend die erste Stelle
unter der betreffenden Reihe der Teilung angeschrieben ist. Der Apparat
entspricht somit einem Rechenschieber von 83 m Liinge und einer vier-
stelligen Logarithmentafol. Zur Berechnung von 1 sine und 1 cosa —
a in Graden neuer Teilung ausgedriickt —, dient ein besonderer Sinus-
Schieber. An der Innenscite des beigegebenen Umschlages sind an zwel
senkrechten Linien die Wurzelzahlen von 0,00 bis 100,00 und ihnen
gegeniiber die Quadratzahlen masstithlich aufgetragen.

Preis (ohne Sinus-8chieber) M. 12—, Sinus-Schieber (Kreis 400%). M. 5 —

(Scherer.)

6 Thacher’s Calculating Instrument (cylindrical slide-rule). Verfertigt

und ausgestellt von W, F. Stanley, Math. mech. Institut, London.

Das 1881 patentirte Instrument beruht auf densclben Principien, wie
der logarithmische Rechenschieber und wird in entsprechender Weise ge-
handhabt. Die einmal wiederholte, mit A bezeichnete Hauptteilung ist
30 engl. Fuss = 9,144 m lang und in zwanzig gleich lange Stiicken zer-
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legt, welche auf der Oberfliche cines Metall-Cylinders parallel mit dessen
Axe untergebracht sind, Dieser Cylinder entspricht dem Schicber® (der
whunge®) eines Rechonstabes. Aus zwei, durch zwanzig parallele Metall-
Rippen verbundenen Ringen ist ein durchbrochener Hohleylinder ge-
bildet, der innerhalb zweier festen Ringe um seine cigene (wagerechte)
Axe gedreht werdon kano und in welchem der emstgenannte Cylinder
sich verschicben und drehen Lisst.  Der Querschnitt einer jeden Rippe

ist ein gleichschenkliges Dreicck mit pach aussen gekehrter Spitze.  Dio
schiefen Seitenflichen der Rippen tragen zwei logarithmische Teilungen,
von welchen dic mit B bozeichnete an A grenzt und mit A congruent
ist, dic mit C bezeichnete, weiter aussen angebrachte, dea doppelten
Masstab von B hat und demnach zu jeder in B aufgesuchten Zahl die
Quadratwurzel liefert. Die Teilungen sind auf Pergament gedruckt.
Preis M. 150.— Im iibrigen sei hier und bei den folgenden Appa-

raten Stanley's auf dessen Preisliste verwiesen
(Mchmke.)

7 Sheppard’s slide rule for cubing quantities, ausgestellt von W. F.
Stanley, math.-mech. Institut, L.ondon.
Rechenstab mit zwei neben einander gleitenden Schicbern zur augen-
blicklichen Bestimmung eines Productes aus drei Factoren.
24 duodecimal rule (fiir engl. Fuss und Zoll), aus Buchsbaumholz
M. 24—; :
11“ decimal rule (fiir metrisches Mass). aus Buchsbaumholz M. 24—.

8 Universal-Proportion-Tables, Rochenschiober in Rost- bez. in cylindrischer
Form nach ). D. Everett und Hannyngton. Ausgestellt von Prof. ). D. Everett,
F. R. 8., Queens College, Belfast, Ireland.
1. Evorett's Table. Ein Rechenschiober, von dem jeder der beiden
Teile aus einer Anzahl paralleler Streifen besteht. Der bewegliche Teil
greift dabei in die Zwischenriume des festen Teiles ein. Die Tafeln sind
aus Carton (Bristol board) mit Uberdruck von Kupferplatten. Preis 20 Mark.
2. Diesclbe, construirt pach Major General Hannyngton aus Holz
mit Abiinderungen, dic durch das Material bedingt sind. Um die doppelte
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Scala auf dem Schlitten zu vermeciden, ist die Scala auf dem festen Stiick
zum Teil vierfach, ein beigefiigter Schlitten gestattet die Berechnung von
Quadraten und Quadratwurzeln., Preis in der ausgestellten Grosse un-
gefihr 60 Mark. Die Rechenschieber werden auch in grosserem und
kleinerem Masstabe ausgefiihrt.

8. Dieselbe in Cylinder-Form aus Holz. Die Scala auf dem
festen Teile ist doppelt wie in der gewdhnlichen Form, die auf dem
Schlitten einfach. Nicht zum Verkaufe construirt.

Dic Modelle 1 und 8 wurden von Everctt ungefihr 1865 ausgefiihrt
und sind im Philosophical Magazine beschrieben. Die Anordnung von

Hannyngton datirt ungefiihr 10 Jahre spiter.
(Everett.)

Prof. Fuller’s calculating slide rule, ausgestellt von W. F. Stanley,
math.-mech. Institut, London.

Die auf einem Cylindermantel in einer Schraubenlinie aufgetragene
logarithmische Teilung ist 500 engl. Zoll = 12,7 m lang, das Instrument
entspricht also einem Rechenschieber von 25,4 m Lingo.

Preis M. 60—.

Alex. E. M. Boucher's Calculator, ausgestellt von W, F. Stanley, math.-
mech. Ibstitut, London.
Die dussere Form ist diejenige einer Remountoir-Taschenuhr. Die auf
4 concentrischen Kreisen untergebrachte logarithmische Teilung hat eine
Gesamtliinge von 15 engl, Zoll = 38 cm, weshalb das Instrument an Ge-
nauigkeit einem Rechenschieber von 76 cm Liinge gleichkommt. Auf der
Riickseite sind Teilungen fiir goniometrische Functionen und Logarithmen
vorhanden.
Freis in vernickeltem Neusilbergehéiuse M. 31,60.

Weber's Rechenkreis von R. Weber, Prof. Forstakademio Aschaffenburg
(jetzt Univ, Miinchen). Ausgestellt von Prof. Mehmke, techn. Hochschule
Darmstadt.

Zwei niedrige Cylinder von etwa 13 cm Durchmesser, die unabhiingig
von einander'um ihre gemeinsame Axe gedreht werden konnen, tragen
auf ihren Umfiingen beide diesclbe logarithmische Teilung, Bei auf
rechter Stellung der Ziffern ist die Axe seunkrecht. Der Gebrauch ist
derselbe, wie bei Sonne’s Rechenscheibe.

Rechenscheibe von Geh. Baurat Prof. Ed. Sonme, Darmstadt. Jahr der
Veriffentlichung 1864. Hergestellt von Landsberg & Wolpers, Hannover.
Eine feststehende Kreisscheibe von etwa 14 em Durchmesser ist voo
einem um sie drehbaren Kreisringe eingeschlossen.  Der Rand der Scheibe
und der ihn beriihrende innere Rand des Ringes sind mit einer den
ganzen Umfang ausfilllenden logarithmischen Teilung  verschen. Die
Scheibe triigt noch einen concentrischen, gleichmiissig geteilten Kreis,
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welcher zur Bestimmung der Logarithmen gegebener Zahlen dient. Ein
um den Mittelpunkt der Scheibe drehbarer Zeiger vermittelt don Uber-
gang von irgend einer der drei Teilungen zu ciner andern. Der Gebrauch
ist demjenigen des Rechenschiebers ihnlich.

Rechenscheibe mit Kennzifferzithlwerk, von demsolben. Hergestellt von
Landsberg & Parlisius, Hannover.

Durchmesser der Scheibe 11,5 cm. Der gleichmiissig geteilte Kreis
fehlt. Ein Zahlwerk gibt die Zahl der vollen Umdrehungen an, welche
der Zeiger withrend einer nur aus Multiplicationen und Divisionen zu-
sammengesetzten Rechnung gemacht hat und dient so zur Bestimmung
der 8tellenzahl des Ergebnisses der Rechnung.

A. Beyerlen's drehbarer Rechenschicber (Rechenrad), D.R.P. Nr. 31889,
von A. Beyerlen & Co. in Stuttgart.

Zwei neben einander befindliche, mittelst zweier Handscheiben um
ihre gemeinsame, wagerechte Axe drehbare Rider von 126 mm Durch-
messer tragen auf ihren Stirnen an den inneren Kanten eine logarithmische,
an den #usseren eine gleichmissige Teilung mit dem Umfange eines Rades
als Liingeneinheit. Beim Drehen der kleineren Handscheibe dreht sich
pur das Rad rechts, beim Drchen der grosseren bewegen sich beide
Rader iibereinstimmend, so dass ihre gegenseitige Stellung unverdndert

bleibt. An einem festen Triiger befindet sich vorne, an den Réddern an-
liegend, ein Stiick Gelatinepapier mit einer zur Axe parallelen roten

Linie. Um x = : ¢ zu finden, drcht man erst beide Riider zusammen

und dann das rechte Rad allein so, dass die Stelle a der logarithmischen
Teilung links, und die Stelle b derjenigen rechts unter die rote Linie
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- kommen, dann wieder beide zusammen, bis die Stelle ¢ der logarithmischen
Teilung rechts unter der roten Linie erscheint, dann steht links hiervon
das Ergebnis, Die beiden #usseren Teilungen dienen zum Addiren und
Subtrahiren wie auch in Verbindung mit den inneren Teilungen zur Be-
stimmung des Logaritbmus einer gegebenen Zahl oder umgekehrt der
Zahl zu einem gegebeuen Logarithmus. Die Teilungen sind auf Papier
gedruckt.

Preis M. 20.—.

Zwel Rechenschicher zur Berechnung speecieller trigonometrischer
Formeln von General-Lieut. R. Strachey, London.
Der erste dieser Rechenschieber dient zur Berechnung der Formeln:

_2 — tg X
=P
sin x
(Vgl. den Schluss des Aufsatzes von Henrici im ersten Teil des Ka-
taloges.
Der zweite dient zur Berechnung der Formel:
sin a
h= —sﬁl'(—al———a—)' b. (th z.

16—20 Serie von Rechenschiebern, speciell fir technische Zwecke, aus-

17

gestellt von W. F. Stanley, math.-mech, Institut, London.

Ganga Ram’s slide rule.
No. 1. Zur Bestinmung der Dimensionen von Haupt- und Querbalken
fiir alle Spannweiten; M. 21—. .
No. 2, Zur Berechnung der Stirken von Stiitzmauern unter den ver-
schiedenen Bedingungen; M. 12—,
No. 3. Zur Berechnung der Spannungen in Tréigern aller Formen und
Spannweiten; M. 16—.

Hudson’s horse power scale zur Berechnung der Leistungen und Dimen-
sionen von Dampfmaschinen,
Aus Buchsbaumholz in Futteral M. 12,60; aus Carton in Leder-
futteral M. 6—.

Hudson’s computing scale for pumps, zur Berechnung einfach und
doppelt wirkender Pumpen, aus Carton in Futteral M. 6—.

Hudson’s computing scale for girders, beams and shafts, zur Berechoung
von Triigern, Balkon und Wellen, aus Carton in Futteral M. 6—,

Froude’s displacement slide rule. M. 40—.
Niiheres vergleiche den Specialkatalog von Stanley.
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2] Modell des doppellogarithmischen Rechenschiebers von Ing. F. Blano
in Hamburg,

A

L2

[4 )

X4
S
wd
L

Derselbe dient hauptsiichlich zur mechanischen Bestimmung von
Potenzen und Wurzeln mit beliebigen Exponenten, sowie von Togarithmen,
die zu einer beliebigen Basis gehoren,

Dic beiden Riinder (A) dos Btabes tragen iibereinstimmende logarith-
mische Teilangen, wie solche am gewdhnlichen Rechenschieber sich
finden, so dass allgemein die Entfernung des mit x bezeichneten Teil-
striches von dem mit 1 bezeichneten gleich log x Lingeneinheiten ist.
Die Riinder des Schiebers (B) dagegen sind mit ,,doppellogarithmischen®
Teilungen verschen. Bei der oberen dieser Teilungen n#imlich betriigt die
Entfernung des Teilstriches, an welchem die Zahl z steht, von dem Teil-
striche 10 allgemein log log z Lingeneinheiten, wobei naturgemiss immer
z > 1 ist; bei der unteron ist als Basis der Logarithmen nicht 10,
sondern 2 und als Anfang der mit 0,1 bezeichnete Punkt genommen, so
dass hier die an den Teilstrichen stehenden Zahlen alle <7 1 sind und
iiberdies jede von ihnen gleich dem reciproken Werte der senkrecht iiber
ihr auf der oberen Teilung stehenden Zahl ist. Zur Abkiirzang sind bei
den Schieberteilungen die ganzzahligen Potenzen von 10 mit rémischen
Ziffern bezeichnet worden; so hat man fir I, IL 1II, . . . und -I, -II, -III’

. zu lesen: 10, 100, 1000 ... und 0.1, 0,01, 0,001, ...

Stehen nun bei irgend einer Stellung des Schiobers den Zahlen x und x,
einer Teilung A die Zahlen z und z, der angrenzenden Teilung B gegen-
iiber, dann ist offenbar

log x — log x; == loglogz — log log z,,
woraus die fundamentale Bezichung

x X

V; = Vz, oder auch  zxi =zx
folgt. Sind also von vier in dieser Beziehung stehenden Zahlen drei ge-
geben, so kann die vierte abgelesen werden, nachdem der Schieber in die
richtige Stellung gebracht ist. Wird insbesondere x; = 1 genommen
und die gegeniiberstechende Zahl y genannt, so ist

z = yX,

woraus sich folgende Regeln ergeben: 1) Um die Potenz yx zu bo-
rechnen, suche man die Basis auf dem Schiober, stelle sie der 1 der
angrenzenden Teilung A gegeniiber, suche auf letzterer Teilung den
Exponenten x, dann steht diesem gegeniiber das Ergebnis; 2) um die
Wurzel

b
Ve
zu berechnen, suche man die Basis z auf dem Schieber, stelle sie dem
10
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Wurzelexponenten x auf der benachbarten Teilung A gegeniiber, dann
kann gegeniiber dem Striche 1 der letzteren Teilung das Ergebnis abge-
lesen werden; 8) um den Logarithmus der Zahl z fiir die Basis y zu be-
rechnen, suche man die Basis auf dem Schieber, stelle sie der 1 auf der
angrenzenden Teilung A gegeniiber, dann findet sich das Ergebnis gegen-
iiber dem Teilstriche z des Schiebers. Behufs Bestimmung natiirlicher
Logarithmen ist ¢in besonderer Teilstrich fiir die Zahl e angebracht. Der
Schicber hat in der Mitte noch zwei Teilungen fiir die halbe Summe und
halbe Differenz je zweier senkrecht iiber einander stehenden Zahlen seines
oberen und unteren Randes. Mit Hilfe derselben kinnen auf Grund der
Reogel 1) die Werte der .Ausdriicke

§ yx + y—%) und § (yx — y—3),

und wenn man y = e nimmt, die Werte der hyperbolischen Functionen

Cof x und Sinx gefunden werden.
(Blanc, Mehmke.)

Réglettes calculatrices von H. Genaille und Ed. Lucas, Paris 1885, aus-
gestellt von Prof. Mehmke, techn. Hothschule Darmstadt.

a, Les réglettes Népériennes, neuc Ausgabe der von Neper 1617 be-
schriebenen, auf Peter Apian’s Multiplicationsmethode beruhenden Rechen-
stiibchen, welche die Multiplication mit einziffrigen Zahlen auf eino Ad-
dition zuriickfithren;

b. les réglettes multiplicatrices, stellen eine Vervollkommnung der
Neper'schen Rechenstiibchen dar, indem bei jhrer Beniitzung die bei letz-
teren noch erforderliche Addition in Wegfall kommt;

c. les réglettes multisectrices, voniihnlicher Einrichtung wio die vorher-
gehenden; sie liefera durch ein mechanisches Verfahren den Quotienten
und Rest boi der Division einer beliebigen Zahl durch eine einziffrige.

(Mehmke.)

Rechenmaschine von Chr. L. Gersten (von 1733 bis 1744 Professor der
Mathematik in Giessen, erfunden 1722, im Besitz und ausgestellt vom
Grossherzogl. Hessischen Museum in Darmstadt.
Die Maschine dient zum Addiren und Subtrahiren. Man stellt den
einen Summanden resp. den Minuenden durch Drehen der Zifferscheiben
iiber den vorhandenen senkrechten Schlitzen in der oberen resp. unteren

wagerechten Reihe von Schauléchern cin, dic zu addirende resp. subtra-

hirende Zahl dagegen mit Hilfe von Schiebern in den genannten, seitlich
mit Zéhnen versehenen Schlitzen und bewegt hierauf jeden der vorhan-
denen Elfenbeinknopfe senkrecht herunter, so weit es geht, und wieder
zuriick, daon erscheint in den oberen resp. unteren Schauléchern die
Summe resp. Differenz. Die addirte resp. subtrabirte Zahl zeigt sich

in einer dritten wagerechten Reihe von Schaulichern.
(Mehmke.)
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. 24 Webl’s adder., Additionsmaschine, ausgestellt von Ingenieur A. Beyerlen
Stuttgart.

25 Additlonsmasechine von Max Mayer D. RB. P. Nr. 44898. Gefertigt von
Mechaniker A. Barthelmes, Miinchen.

Die Maschine dient zur Addition grisserer Zahlenreihen. Jede der
neun vorhandenen Tasten bewegt beim Nicderdriicken den Biigel a und

mittelst des an diesem angebrachten Schaltzahnes b das mit 100 Zihnen
versehene, in der Zeichnung punktirt angedeutete Zahlenrad. Gleichzeitig
, wird einer der mit 1—9 be-
zeichneten Stifte gehoben. Da-
durch, dass der Biigel an
diesen stdsst und stehen bleibt,
beschriinkt sich die Bewegung
des Zahlenrades auf so viel
Zihne, als die Ziffer der nieder-
gedriickten Taste angibt. Das
Zahlenrad wird in seiner neuen
Stellung festgehalten, withrend
Biigel, Stift und Taste in ihre
urspriingliche Lage zuriick-
kehren. Ein Ridchen zihlt
die Umdrehungen des Zahlen-
rades und gibt so die Hunderter
an. Sind mebrziffrige Zahlen
zu addiren, so addirt man zuerst die Einer, dann unter Berficksichtigung
des Uebertrages dic Zehner u. 8. w. Die Nullstellung erfolgt durch
Drehung der Kurbel und des im Deckel angebrachten Knopfes.
Preis im Einzelverkauf M. 50.

2\

(M. Mayer, Mehmke.)

26 Hahn’sehe Rechenmasehine, nach der Erfindung von Pfarrer Hahn in
Echterdingen, ausgefiihrt 1809 von dessen Sohn, dem k. wiirttembergischen
Hofmechaniker Hahn in Stuttgart. Im Besitze und ausgestellt von 8r. Durch-
laucht Wilhelm, Herzog von Urach, Graf von Wiirttemberg in Stuttgart.

Die Maschine (in Cylinderform) ist das vierte Exemplar der Hahn'-
schen Maschinen; sie gostattet Berechnungen bis zn zwolf Stellen und ist
noch jetzt in vollstlindig gangbarem Zustande.

10*
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27 J. H. Miiller’s Rechenmaschine, erfunden 1782 vou Ingenieurhauptmann
J. H. Milller in Gicssen, ausgefiihrt in Darmstadt 1783. Im Besitz und aus-
gestellt vom Grossherz. Hessischen Museum in Darmstadt.

Das eylindrische Gehduse von vergoldetem Messing hat ungefihr 28,6 cm
im Durchmesser und 9,6 em Hohe, Der wagerechte Deckel besteht aus
dem drehbaren dusseren Ringe a und dem unbeweglichen kreisférmigen
Teile b in der Mitte. Auf dem Ringe a befinden sich in zwei concen-
trischen Kreisen zwei Reihen von je 14 cemaillirten Zahlenscheiben,  Die
(kleineren) Scheiben e der inneren Reihe sind mit den Ziffern 0, 1...9
heschrieben.  Die (grosseren) Scheiben f der dusseren Reihe zeigen diese

Zifforn zweimal, schwarz am Umfange und rot in cinem inneren Kreise,
und zwar letztere in verkehrter Ordnung, so dass jede schwarze Ziffer
mit der im gleichen Halbmesser stchenden roten die Summe 9 ergibt.
An der unbeweglichen, gekriimmten Seitenwand des Gehduses befinden
sich ebenfalls 14 Zahlenscheiben g, welche auf ihrem emaillirten breiten
Rande die Ziffern 0, 1... 9 tragen, die 6 ersten Scheiben rechter Hand
auch noch die Ziffern 10 und 11. Jede Zahlenscheibe kann mittelst eines
Knopfes h gedreht werden, bis irgend eine gewiinschte Ziffer in dem zu
dieser Scheibe gehorigen ,,Fenster* i erscheint. Um zwei Zahlen zu
addiren, (bezw. von einander zu subtrahiren) setzt man die eine (bezw.
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den Minuendus) mittelst schwarzer (roter) Ziffern auf den Scheiben f, die
andere mittelst der Scheiben g zusammen und dreht die Kurbel K cinmal
herum, damn zeigt sich die Summe (Differenz) in schwarzen (roten)
Ziffern auf den Scheiben f. Die Multiplication wird ausgefiihrt, indem
man die Zahienscheiben f alle auf schwarze Nullen, die Scheibon g auf
den Multiplicandus stellt, hierauf die Kurbel so oft dreht, als der Multi-
plicator Einer hat, (wobei der auf dem inneren Teile b des Deckels be-
festigte Zeiger ¢ auf die Einer-Scheiben der Zahlenreihen e und f weisen
muss), dann unter Heben der Falle m den Ring a droht, bis der Zeiger ¢
auf die Zehner-Scheiben des Ringes weist und di¢ Fallo in den folgenden
Einschnitt n kommt, nun die Kurbel so oft dreht, als der Multiplicator
Zehner hat u. s. w, Es bildet sich hierbei der Multiplicator auf den

Zahlenscheiben ¢ der innercn Reihe. Bei der in einer wicderholten Sub-’

traction bestehenden Division wird der Dividendus mit roten Ziffern auf
die Scheiben f, der Divisor auf die Scheiben g gebracht; der Quotient
erscheint auf den Zahlenscheiben ¢ der inneren Reihe,

VWird die Maschine gezwungen, eine Zahl von einer kleineren abzu-
ziehen, so ertont ein Glockchen; ebenso, wenn man eine Summe oder
ein Product bhilden will, das zu gross ist, um von der Maschine noch dar-
gestellt werden zu konnen, Zum Zwecke des Rechnens mit benannten
Zahlen konnen die 6 ersten Zahlenscheiben f rechter Hand herausgenommen
und durch solche ersetzt werden, die anderen Grundzahlen, als 10, z. B.
4, 6, 9, 12, entsprechen. Die Elfenbeintifclchen p dienen dazu, um
darauf die Benennungen der Einheiten zu schreiben, (Mehmke.)

Beireis'sche-Rechenmaschine, ausgestellt von Geh. Reg.-Rat Prof. Reuleaux,
Techn. Hochschule Berlin-Charlottenburg.

Dio Maschino hat einer der Sammlungen des Hofrates und Prof.
Beireis in Helmstitt (geboren 1730, gest. 1808) angehért und ist durch
den Aussteller von dem Besitzer eines Teiles des Nachlasses erworben
worden. Die Maschine ist verschicden von der Hahn'schen sowohl be-
ziiglich des Schaltworkes als der Zehner-{'bortragung. lhre Dauart ist
nicht nachahmenswert. Beachtenswert ist die in der Urschrift beiliegende

Anweisung zum Gebrauche der Maschine,
(Rouleaux.)

Schuster’(Bahn-)sche Rechenmaschine, ausgestollt von Goh. Reg-Rat
Prof. Reuleaux, techn. Hochschule Berlin-Charlottenburg.

Die Maschine ist eine Hahn'sche (Schuster war der Schwager des
Pfarrers Hahn uod Kleinuhrmacher in Ansbach und fertigte seine
Maschinen genau nach den Hahn'schen.) Die ausgestellte Maschine ist
in den Jahren 1789— 90 hergestellt und war damals fiir 1000 Reichs-
thaler zum Verkaufe ausgeboten, Die Maschine ist in vollstindiy gang-
barem Zustand und fiihrt alle Rechnungsarbeiten aus, welche auf der

Thomas’schen méglich sind.
(Reuleaux.)
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80 Schuster’(Hahn-)sche Rechenmaschine. Aus der geod&tisohen Sammliung
der techn. Hochsohule Milnohen.
Die Rechenmaschine, vollstindig gaugbar, ist von Chr. Schuster in
Ansbach in den Jahren 1807—1820 verfertigt uad wurde 1821 vom bayer.
i beu.
Staate fiir 1000 Gulden erworben (M. Schmidt,)

81  Rechenmaschine von A. Burkhardt in Glashiitte i. 8.
In Bezug auf die Handbabung und #ussere Gestalt stimmt dicse
Maschine mit dem bekannten , Arithmometer von Thomas iiberein, das
Innere weist jedoch Verbesserungen und Ergénzungen auf.

Preis: 6-stellig . . . . . . . . . . M 875.—,
“Bstellig . . . . . . . . . . M 475—,
10-stellig . . . . . . . . . . M 675.—.

(Mechmke.)

82 Unterrichtsmodell zur Thomas'sehen Rechenmasehine, ausgefiihrt von
A. Burkhardt in Glashiitte i. S. Kinematische Sammiung der techn. Hoch-
schule Berlin-Charlottenburg, Vorstand Geh. R. Professor Reuleaux.

83 Circular Calenlating-Maschine von Joseph Edmondson in Halifax, England,
ausgestellt von Prof. 0. Henrici, City and guilds of London Institute.

Mittelst flacher Schieber wird der Multiplicand resp. Divisor auf der

dusseren, unbeweglichen, halbkreisformigen Stellplatte ecingestellt. der
drehbare innere Kreis nimmt gleichzeitig das Product und den Multipli-

cator resp, den Dividenden und Quotienten auf. Die kreisformige Bauart
gestattet, jede Ziffer des Productes (Dividenden) jeder Ziffer der Stell-

platte gegeniiber zu bringen, wodurch das bei geraden Maschinen zuweilen
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nithige Vorsetzen einer schon eingestellten Zahl vermieden wird, sie er-
laubt ferner eine nicht aufgehende Division beliebig fortzusetzen und
bietet noch andere Vorteile dar, Mit Hilfe des ,,Ausldschers* kann man

nach Belieben alle Ziffern des inneren Kreises, oder nur einen Teil der-
selben, auf Null bringen. Die Kurbel ist seitlich angebracht.
Preis M. 500,
(Mehmke.)

Modell zur Erlduterung des Mechanismus der Edmondson’schen Rechen-

masehine. Ausgestellt von Prof. Q. Henrici, City and guilds of London
Institute, London.

Bilttner's Rochenmaschine, D. R.-P. Nr. 47243, ausgestellt von der Firma
W. Briickner in Dresden.

Diese Rochenmaschino gleicht iiusserlich der bekannten von Thomas,
nimmt aber weniger Raum ein und uaterscheidet sich von ihr haupt-
siichlich in folgenden Punkten: 1. Bei der Subtraction und Division
bedarf es keiner Umsteuerung, sondern man kann auch die Kurbel riick-
wirts drehen; 2. auch der ,Quotient* Q ist mit einer Vorrichtung zum
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nAusloschen‘* versehen ; 3. im ,Stellwerk* 8 stehen die Ziffern immer in

einer geraden Linie nebeneinander, so dass jede eingestellte Zahl un-

mittelbar abgelesen werden kann; 4. das ,Lineal* 1 ist nach vorn ge-
neigt, was die Ubersicht erleichtert.

Preis: 6-stellig . . .. . . . . . . . M 325—,

8stellig . . . . . . .-. . . M 425—,

10-stellig . . . . . . . . . . M 62—,

‘ (Mehmke.)

Rechenmaschine ,,Brunsviga‘¢ patentirt, erfunden von Odhner, hergestellt
von Grimme, Natalis & Co. in Braunschweig.

Um eine Zahl in die Maschine einzufiihren, stellt man dieselbe mit

Hilfo der in den Schlitzen der gebogenen Deckplatte beweglichen Hebel

ein und dreht hierauf die Kurbel, welche in der Ruhe senkrecht nach
unten steht und in dieser Stellung durch einen federnden Eingriff fest-
gehalten wird, einmal iber vorne pach hinten (im Sinne des oberen
Pfeiles). Die Zahl crscheint dann in den grossen Lichern des Ziffer-
kastens. Will man eine zweite Zahl einmal oder mehrmals zu jener
addiren, resp. von ihr subtrahiren, so stellt man sic auf der Deckplatte
cin und dreht dic Kurbel ebenso oft im Sinne des oberen resp. unteren
Pfeiles herum, dann findet sich das Ergebnis wieder in den grossen Lochern
des Zifferkastens, in dessen kleinen Lochern zugleich die Zahl der Dreh-
ungen angezeigt wird. Die Multiplication und Division erledigt man, wie
bei andern Rechenmaschinen, durch wiederholtes Addiren resp. Subtra-
hiren; bei den Zehnern, Hundertern ... ist dann der Zifferkasten um
1, 2 ... Stellen nach rechts zu verschicben, was unter Niederdriicken
des vorne angebrachten Hakens geschieht. Die Zahlen in den grossen
resp. kleinen Lichern des Zifferkastens werden auf Null gebracht, indem
man die Fliigelschraube auf der rechten resp. linken Seite von vorne
nach hinten dreht. Dio Maschine ist nur 30 em lang, 15 em breit und
12 em hoch.

Preis M. 150.
(Mchmke.)

Rechenmaschine nach Prof. Selling, Univ. Wiirzburg, construirt von Max
Ott, Werkstiitte fir Pricisionsmechanik in Miinchen,

Die Maschine verdankt ihre Entstehung der Absicht, die Mingel der

Thomas’schen Rechenmaschine, — das einférmige Kurbeldrchen und die
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stossweise Zehneriibertragung — wu umgehen und weicht sowohl in der
Theorie als auch der Construction von allen bis jetzt vorhandenen
Rechenmaschinen wesentlich ab.

Sie bosteht aus zwei getrennten Mechanismen, welche wihrend des
Rechnens abwechselnd mit einander in Verbindung gebracht werden, und
zwar dem ,.Scherensystem mit Claviatur und Zahnstangen* und dem
wZahnradsystem mit den Zifferriidern*,

Zur Herstellung der Teilproducte ist die Niirnberger Schere beniitat,
deren Kreuzungspunkte ihren Abstand bekanntlich proportional verindern.

Durch den Weg, welchen diese Kreuzungspunkte (Multiplikand) zu-
riicklegen, wenn die Schere um einen gewissen Abstand gedffnet oder
geschlossen wird (Multiplicator) werden die Teilproducte gebildet und
durch die, jene Bewegung aufnehmendon Zahustangen auf die Radsysteme
ibertragen. Zur Verbindung der Zahnstangen mit den hetreffendon
Kreuzungspunkten (Schienen), d. h. zum Einstellen des Multiplikanden,
geniigt ein Druck auf die Tasten der Claviatur.

Die Radsysteme, welche die Langshewogung der Zahnstangen aufaehmen
und in eine rotironde verwandeln, bestohen aus je einem zusammenge-
horigen Zahn- und Zahlenrad und sind siimtlich unter sich durch sog.
Planetenriider (Elemeunte von doppelter Bewegung) mit cinander verbunden,
welch letztere die Zehneriibertragung vermitteln,

Entsprechend dieser continuirlichen Zehneriibertragung stehen die
einzelnen Ziffern beim Ablesen nicht genau am Indexstrich, sondern sind
bereits um soviele Zehntel vorgeriickt, als die niichstfolgende Ziffer Ein-
heiten hat. Durch Hochheben ecines Ringes wird die Nullstellung der
Réder vor Beginn der Rechnung bewirkt.

Durch die Vermeidung von Federn und Hebeln ist ein fehlerhaftes

Functioniren der Maschine ausgeschlossen.
(AL Ott)
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Die analytische Maschine vou Charles Babbage. (Nicht vollendet) In
photographischer Abbildung ausgostellt vom South Kensington Museum,
London.

Die Maschine dient zur Berechnung mathematischer und astronomi-
scher Tabellen. Sie liofert Wertereihen beliebiger Functionen, indem sic
deren Difforenzenreihon selbstindig bildet und addirt. 1828 auf Kosten
der englischen Regierung begonnen, hatte sie bereits 840,000 Mark ge-
kostet, als 1833 die Arbeit daran fiir immer eingestolit wurde. Sie hat
der Maschine von Georg und Eduard Scheutz zum Vorbild gedient.

: (Mehmke.)

B. Apparat zur Wahrscheinlichkeitsrechnung.

39

Quicunx, zur lllustration des Fehlergesetzes, von Franocis Galton F. R. 8.

Das Princip, auf welchemn das Instrument beruht, bestoht dario, dass
jedes von violen Objecten einer grossen Menge von kleinen und un-
abhiingigen Zufillen ausgesetzt wird. Die Objecte sind hier fallende
Schrotkdrner und die Zufille sind durch Reihen von Nadeln bewirkt, gegen
welche die Korner fallen und gleich oft nach rechts oder links abge-
lenkt worden. Einzelne Korner konnen wieder und wieder nach dersolben
Seito abgelenkt werden; im allgemeinen jedoch werden Ablenkungen nach
beiden Seiten gleich oft stattfindon.

Ein Kasten, dessen vordere Fliche aus einer Glasscheibe besteht, hat
eine Tiofe von ungefihr § mm. Oben bilden Cartonstreifen einen Trichter.
Unter der Offnung desselben sind Reihen von Nadeln senkrecht in die
Rickwand gesteckt.

Eine passende Quantitit feinen Schrotes liegt im Kaston. Dieser liuft,
wenn der Kasten umgestiirst wird, in den am oberon Ende
befindlichon Bebilter mit einer Offnung iiber dem Trichter. Wird der
Kasten wicder umgedreht, so fallen die Schrotkdrner in den Trichter,
durch dessen untere enge Offoung auf die Nadeln und in interessanter
‘Weise durch diese abwiirts, bald rechts, bald links abgelenkt. Diese
Nadeln sind quicunx-artig verteilt, so dass jedes Schrotkorn in jeder
Reihe der Nadeln eine trifft. Beim Herabfallen verbreitet sich der Strom
der Schrotkiorner, bis diese schliesslich in den unten angebrachten Fichern
zur Ruhe gelangen. Der Umriss der Schrothaufen in diesen Fichern
bildet dann angeniihert die bekannte Fehlercurve und reproducirt sich
mit grosser Treuo bei Wiederholung des Experiments. Wiren dio
Reihen der Nadeln sehr zahlreich, so wiire dio Ausbreitung des Schrotes
proportional der Quadratwurzel aus der Anzahl der Reihen; wobei die
Ausbreitung gemessen wird durch den Abstand (gleich dem doppelten
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des wahrscheinlichen Fehlers) zwischen denjenigen Verticalen, ausserhalb
welcher an jeder Scite ein Viertel des Schrotes liogt.

Eine zweite Anordnung des Apparates illustrirt das Gesetz, wonach
der wahrscheinliche Fehler cines Systomes, hervorgerufen durch die
Wirkung zweier unabhiingiger Ursachen, denen je fiir sich die wahr-
- scheinlichen Fehler h und k zukommen, den Wert Vi3+k* hat. Das
Quicunx in der ersten Anordnung wird durch cine auf halber
Hohe angebrachte Reihe von Lochern in zwei Teile H und K geteilt.
Denken wir uns nun diese Fiicher zeitweilig unten geschlossen. Der
durch H fallende Schrot wird dann in ihnen Haufen bilden, deren Hohe
einem wahrscheinlichen Fehler h euntspricht. Wird jetzt der Boden eines
dioser Fiicher gedffnet, so wird der Schrot durch K fallen und in den
unteren Fiichern eine Figur bilden, die einem wahrscheinlichen Fehler k
entspricht. Dasselbe tritt fiir jedes Fach ein. Das Gesamtresultat, wenn
alle oberen Fiicher gedffnet werden, wird identisch sein mit demjenigen,
welches erhalten wiirde, wenn der Schrot durch H und K fiole, ohne
durch die oberen Ficher aufgehalten zu werden, in welchem Falle der
wahrscheinliche Fehler Vhi4k* sein wiirde.

Durch andere Variationen des Apparates konnen andere Eigenschaften
des Fehlergesctzes illustrirt werden; so dio Identitiit des Resultates, wounn
der Schrot durch H uud dann durch K fallt, mit demjenigen, wonn or
erst durch H und dann zuriick durch H bis zu einer Entfernung gleich
der Hohe von K fiillt. Dies wiirde zeigen, dass ) hi--k* gleich anwendbar
ist, ob das System der Fehlerquellen aus der Summe oder aus der Differenz

zweier anderon zusammengesctzt ist.
(F. Galton.)

Zweiter Abschnitt. Algebra, Functionentheorie.

C. Apparate zur Auflésung von Gleichungen und
zur Construction functioneller Abhingigkeiten.

40 Apparat zur Anflisung lirearer Gleichungen, von I'iof. Veltmann, Bonn-
Poppelsdorf, ausgefiithrt von Mechaniker Weolz in Bonn, Aussteller: Prof.
Veltmann. .

So wie der Apparat hier ausgefiihrt ist, ist derselbe zur Auflosung
von drei Gleichungen bostimmt

Ubor cinem rechteckigen Kasten CI)EF haben die Hebel Iy, H,, Hy
ihre Drebpunkte und Schwerpunkte in einer horizontalen Linie A B und
bewegen sich in Ebenen senkrecht zu dioser Linie. An jedem Hebel sind
vier durch die Kreise angedeutete Blechcylinder von gleichem Durch-
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messer, oben offen, unten geschlossen, aufgehdngt. Die Aufhingepunkte
hefinden sich mit den Drehpunkten der Iebel in gerader Libie. Die
Cylinder sind an jedem lchel unterhalb der Kreise mit den Nummern

A
. .10 /€)
4 1\5% zg N r:"/ 3 }XQ“D
SR —
Hy %\‘R
? 3 ; ™
G ' 20
B
K YV,
B

0 bis 3 hezeichnet. Dio oberhalb stehenden Zahlen bedeuten die links
positiv, rechts negativ zu nchmenden Hebelarmo, Dieselben miissen
iibereinstimmen mit den Coéfficienten und Absolutgliedern der aufzuldsen-
den Gleichungen. Der Apparat wiire also hier eingestellt zur Auflosung
folgender Gleichungen:

— 25 4 20x, + 11x, + 4x, =0

1) 4+ 928 — 16x; — 29x, — 10x, = 0
— 20 4+ 26x; — 1x, — 6x3 =0

I

An den Enden eines jeden Hebels hiéngt zur Tarirung mittels Ge-
wichten je cine (hier fortgelassene) Wagschale, deren Aufhiingepunkt mit
denjenigen der Cylinder in gerader Linie liegt. Ausserhalb des Kastens
sind an der Wand CD desselben ebenfalls durch Kreise ange-
deutete, unten geschlossene, oben offene vertical stehende mit Masstab
versehene Glaseylinder befestigt. Je zwei gleich nummerirte Cylinder
an zwei henachbarten Hebeln sind, wie durch Linien angedceutet ist, unter
sich sowie auch mit den Glascylindern von gleichen Nummern durch
gliserne Heberrohren verbunden, deren verticale Schenkel bei horizontaler
Stellung der Hebel in die Cylinder bis ungefihr 10 cm vom Boden hinab-
reichen. Je vier auf diese Weise durch Rohren verbundene gleich
pummerirte Cylinder wollen wir als ¢ine Cylinderkette bezeichnen. In
jeder der vier Cylinderketten wird dann, wenn eine Flissigkeit in die-
selbe gebracht wird, diese wegen der Communication durch die Heber-
rohren in gleichem Niveau stehen. Die Rohren sind an cinem (hier
weggelassenen) auf dem Kasten stehenden Holzgestell befestigt. Der
Kasten wird so weit mit Wasser gefiillt, dass die Cylinder bei horizontaler
Stellung dor Hebel ungefiibr zur Hilfte eintauchen.

An der Wand CD des Kastens ist ausserhalb eine mit Teilung ver-
sehene Wasserstandsrihre a angebracht, welche mit dem Wasser im
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Kasten communicirt. In die Cylinder wird vine Fliissigkeit gubracht,
deren specifisches Gewicht sich zu dem des Wassers verhiilt, wie der
diussere Querschnitt cines Metalleylinders zu dem inneren. Eine Fliissig-
keitssiiule in dem Cylinder (die Heberrghre wird hicbei nicht abgercchnet)
hat dann dasselbe Gewicht, wie cino Wassersiiule von gleicher Hohe
und dem #usseren Querschnitt des Cylinders. Als Gewichtseinheit werde
eine derartige Siule von der Hohe = 1cm angenommen.

Unter diesen Voraussctzungen dndert sich die am Aufhiingepunkte
eines Cylinders angreifende Kraft nicht, wenn der Cylinder mehr oder
weniger tief eintaucht, dabei aber der Unterschied des inneren und
#usseren Niveaus constant bleibt. Denn wenn der Cylinder z. B. tiefer
eintaucht, so verdringt er einc hohcre Wassersdule aus der Stelle; um
ebenso viel hat aber auch die Hohe der Fliissigkeitssiiule in dem Cylinder
zugenonynen. Hioraus folgt dann weiter, dass, wenn der Unterschied:
innere NiveauhShe minus dussere, sich indert, die Kraft sich wn eben-
soviel dndert, gleichviel ob gleichzeitic die Tiefo des Eintauchens des
Cylinders eine andere wird oder nicht.

Man bringe die Hebel in horizontale Stellang. Dann fiige man in den
Glascylindern soviel Fliissigkeit zu oder nehme durch Stechheber soviel
weg, dass in allen Cylinderketten dasx Niveau mit dem im Kasten nahezu
tibereinstimmt. Jetzt tarire man die Hebel, sodass sie ungefibr in dieser
Stellung ins Gleichgewicht kommen und lese das Niveau in den Glas-
cylindern sowie im Kasten ab.

Hierauf fiige man in sémtlichen Glascylindern oder auch nur einem
Teil derselben eine angemesscne Menge Fliissigkeit hinzu. Das Gleich-
gewicht wird hierdurch gestort; die Hebel entfernen sich aus der horizon-
talen Lage und zugleich treten die Heberrdhren in Thitigkeit. Nach
einiger Zeit stellt sich ein neuer Gleichgewichtszustand her, bei welchem
die Hebel verschiedene Neigungen gegen den Horizont haben und die
Fliissigkeit in den Cylindern eines Hebels verschieden hoch steht. In
den Cylindern einer Kette aber ist das Niveau wieder iiberall dasselbe
wegen der Communication durch die Heberrohren. Man lese wieder die
Niveaus in den Glascylindern sowie im Kasten ab und subtrahire den
fritheren Uberschuss des ersteren iiber dem letzteren von dem jetzigen.

Die Unterschiede in Centimetern seien resp. yo, ¥y, ¥z, ¥sy in den Cy-
lindern 0, 1, 2, 3. Dann sind diese Grossen die an jedem Hebel neu in
VWirkung getretenen Kriifte. Da dieselben an den in der Figur angegebenen
Hebelarmen angreifend sich das Gleichgewicht halten, so geniigen sio
den Gleichungen

— By, + 220y, + Ny, + 4y =0
2) + 28y, — 16y, — 29y, — 10y = 0
— 20y, + 26y, — 1y, — 6ys =0

Um also die Auflosung der gegebenen Gleichungen (1) zu erhalten,

hat man nur zu setzen:
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Xt = ', X2 =

Dieso Werte der x werden nicht genau sein.  Die Fehler mogen fy, fa, f3
sein, sodass dio wabren Weirte x; + fi, x, + f,, xg + fs sind. Setzt
man diese in die Gleichungen (1) ein, so crhiilt man

(— 2 4 20x, + 11x;, + 4x) 4 206, + 116, + 4f =0
3) ( 28 — 16):1 —29x2——10X3)'— 16f1 —29f2—' lofs =0
(— 20 4 26x; — 1x; — 6x)) + 26f, — 1f, — 6f, = 0

Aus diesen Gleichungen konnen die Correctionen f bestimmt werden.
Man wiirde also die drei Gleichungen (3) mit den drei Unbekannten f
aufzulésen haben, was wicder mit Hilfe des Apparats geschieht. Die
Coifficienten der Unbekannten sind dieselben wie in der Gleichung (1);
dic Hebelarme der Cylinder 1, 2, 3 kénnen also unverindert bleiben.
Die Absolutglicder sind andere, ndmlich gleich den Ausdriicken in den
Klammern, in welchen xy, X,, X3 die erhaltenen Niherungswerte bedeuten,
Sie werden sehr klein sein, weil die Nitherungswerte x;, X, Xz nahezu
cine richtige Auflosung der Gleichungen (1) darstellen. Man wird sie etwa
10mal grisser nehmen und dann die Gleichungen (8) durch Zuriickfiihr-
ung auf homogene Gleichungen in derselben Weise mit Hilfe des Appa-
rats auflosen, wic vorher die Gleichungen (1). Die erhaltenen Werte der
f sind aber dann ebenfalls 10mal zu gross, miissen also durch 10 divi-
dirt und dann zu den vorhin crhaltenen Werten von x;, X,, xg addirt
werden. Hierdurch erbélt man genauere Werte der x. Diese kann man
in derselben Weise benutzen, um noch genauere Werte zu erhalten etc.
(Veltmann.)

Modell eines Apparates zur Auflésung viergliedriger (insbesondere
vollstindiger cubischer) sowle fiinfgliedriger Gleichungen. 1889 vom
Aussteller entworfen, Prof. Mehmke, techn. Hochschule Darmstadt.

Der Apparat ist aus drei parallelen, nicht in einer Ebene licgenden,
gleichmiissig getcilten Axen — sie mogen die U-; V- und W-Axe
heissen — und ciner auf einem Cylinder gezeichneten cubischen Ellipse
mit ungleichmissiger Teilung zusammengesetzt. Will man die Gleichung

x4+ ax*+bx4+c=0

auflésen, so verbindet man die mit a resp. b und ¢ bezifferten Punkte
der U-; resp. V- uod W-Axe durch eine Ebene. An den Schnitt-
punkten derselben mit der genannten Curve koonen die Wurzeln der
Gleichung abgelesen werden,

Bestimmt man die Lage einer veriinderlichen Ebene durch die -— von
den Nullpunkten der Axen gerechneten und mit hestimmten Vorzeichen
versehenen — Abschnitte u, v, w, welche sie auf den Axen bildet, so
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stellt eine lineare Gleichung zwischen u, v, w ecinen Punkt vor. Die
Gleichung des mit der Ziffer t verschenen Teilpunktes der genannten
cubischen Ellipso ist

ut* + vt + w 4 t* = 0.
Zur Auflosung einer viergliedrigen Gleichung der Form |

x* 4 ax® 4+ bx' + ¢ = 0
benitigt man diejenige eingeteilte Raumcurve, bei welcher der zum
Werte t gehorige Teilpunkt die Gleichung

ur vt +wHtr=0
hat. Um auf dhnliche Weise die fiinfgliedrige Gleichung
' ‘ x4 ax® 4 bx! 4+ ex*4+d=0
-aufzulosen, beniitzt man diejenige Curvenschar — sie liegt auf einer
Cylinderfliche mit zu den Axen parallelen Mantellinien — bei welcher

der mit t bezeichnete Teilpunkt der zum Parameterwert A gehorigen
Curve der Schar die Gleichung

utm 4 vtt 4 wtt 4 (t° 4- ) =0
hat. Man legt wieder durch die mit a resp. b und ¢ bezeichneten Punkte
der Axen eine Ebene und schneidet sie mit der zum Parameterwert d

gehorigen Curve der Schar, daon lassen sich an den Schuittpunkten die

gesuchten Wurzeln ablesen.
(Mehmke.)

42 Graphisch-mechanischer Apparat zur Auflisung viergliedriger (ins-
besondere vollstiéndiger cubischer) Gleichnngen. 1886 vom Aussteller
entworfen. Prof. Mehmke, techn. Hochschule, Darmstadt.

Der Apparat besteht aus einer Glastafel mit einem auf der Unterseite
eingeritzten Paar von sich rechtwinklig kreuzenden Geraden und aus einer
Tafel von Pergament, auf die ein rechtwinkliges Coordinatensystem mit
gleichmissig geteilten Axen, sowie dic Parabel, deren Gleichung in diesem
Systeme y = }x? ist, unverwischbar gezeichnet sind. Behufs Auflisung
der Gleichung

xX4+ax*t+bx4+c=0
zeichnet man auf dor Pergamenittafel mit Bleistift die zur Gleichung
x == —a gohorige Gerade G und markirt ferner den Punkt p mit den
Coordinaten (—a -} ¢, b), legt das durchsichtige Geradenkreuz auf und
bewegt es in der Weise, dass der Schoittpunkt seiner Geraden bestiindig
auf G bleibt und die eino Gerade immer durch p lduft, und zwar so
lange, bis die andere Gerade die Parabel beriihrt. Dann lisst sich
am Schoittpunkt der letzteren Geraden mit der X-Axe eine Wurzel der
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gegebenen Gleichung ablesen. Beniitzt man statt der Parabel die Curve

zur Gleichung
(5%2 u—i= (n%l)n—l,

o ergeben sich durch dasselbe Verfahren dic (n—2)-ten Potenzen von
den reellen Wurzeln der Gleichung

x* 4+ ax? 4+ bx 4+ e¢=o,
(Mehmke.)

43 Trigonometer von C. Braun 8. )., Mariaschein in Ungarn, angefertigt und

ausgestellt von der Fabiik physikalischer Apparate von A. Kreidl, Prag.

Das Trigonometer besteht in der Hauptsache aus einer in grosserem
Masstab ausgefiibrton perspectivischen Projection (A) einer halben Kugel-
oberfliche mit engmaschigem Gradnetz. Ich habe die stereographische
Aquatoreal-Projection dafiir gewihlt. Denn obgleich auch die ortho-
graphische, oder die globulare (James’sche), oder ihnliche perspectivische
Projectionen verwendet werden konnen, so hat doch die stereographische
sehr wesentliche Vorziige, namentlich die, dass sie nur Kreislinien enthilt,
somit leichter und genauer gezeichuet werden kaon, und dass die Linien
gegen den Rand hin nicht so eng zusammengedriingt erscheinen wie bei
der orthographischen.

Uber dieser Projection liegt, in einen transporteur-formigen Rahmen
(B) gespannt, eine zweito der unteren vollig gleiche I’rojection, welche
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aber nur die Hélfte des Kreises fiillt und auf Pauseleinen oder Pause-
pergament in roter Farbe gedruckt ist, so dass durch dieselbe hindurch
die untere Zeichnung vollig scharf wahrgenommen wird.

Die Mittelpunkte beider Zeichnuogen sind in solider Weise durch eine
Axe verbuuden. Die obere Zeichnung kann somit auf der unteren con-
centrisch gedreht werden, und die Drehmung wird an dem -eingeteilten
Rand mittels kleiner Nonien abgolesen.

Es ist einleuchtend, dass bei dieser Anordunung jeder Punkt der Zeich-
nung sofort in zwei Systemen von Polar-Coordinaten dargestellt erscheint,
Die numerirton Parallelkreiso geben die Poldistauz des Punktes an, und
die Meridiane den Winkel am Pol. Wenn also die Coordinaten eines
Punktes in dem System der unteren Zeichnung notirt und durch eine
aufgelegte Spitze markirt werden, so gibt dieselbe Notirung gleichzeitig
in der oberen Zeichnung die Coordinaten in Bezug auf ein anderes
System, welches gegen das erste unter einem beliebigen Winkel genoigt
sein kann. Man kann aber die Auflésung der sphirischen Dreiecke auf
eine Transformation der Coordinaten zuriickfiihren, und somit konnen auch
alle sphirischen Dreiecke mittels dieser Vorrichtung aunfgelost werden.

Um also ein sphiirisches Dreicck, z. B. das von Pol, Zevith und Stern
gebildete APZS aufzulésen, wenn beispielsweise die Seite PZ (Comple-
ment der Polhéhe), PS (Poldistanz) und ZS (Zenithdistanz), also drei
Seiten gegeben sind, wird man die obere Zeichnung so auf der unteren
drehen, dass dor Winkel der boiden Durchmesser = PZ ist (cf. Fig.).
Dann sucht man in der unteren Zeichnung am Rand die Zenithdistanz
Z5 und notirt den betreffenden Parallelkreis ; ebenso in der oberen
Zeichnung die Poldistanz PS und notirt den zugehérigen Parallelkreis.
Dieser Durchschnittspunkt (S) ist der dritte Punkt des Dreieckes, Der
durch denselben gohonde Meridian der unteren Zeichnung gibt an dem
Aquator derselben die Grosse des Winkels bei Z (respective dessen
Supplement Z' oder das Azimuth des Sternes), und der durchgehende
Meridian der oberen Zoichnung gibt an deren Aquator den Winkel bei
P, d. h. den Stundenwinkel. In ganz iiholicher Weise kann jedes
sphiirische Dreieck aufgelost werden. Eine geringe Praxis reicht hin, um
sich davon zu iiberzeugen,

Nur in dom einen Fall, wenn die drei Winkel einos sphiirischon
Dreieckes gegeben sind, reicht der Apparat nicht aus. Dieser Fall kommt
iibrigens in der Praxis vielleicht mie vor. Nitigenfalls kann man aber
auch daunn sehr leicht zum Ziel kommen, wenn man statt des vorliegenden
Dreieckes das zugehorige Polar-Dreieck auflost,

Die Operationen gehen bei einiger Ubung sehr rasch von Statten
und gegeniiber der Rechnung kann damit eino sehr grosse Zeitersparnis
erzielt werden. Die mittlore Genauigkeit betriigt bei sorgfiltigor Ablesung
finf Minuten, (Aus den ,Math. naturwissensch. Ber., aus Ungarn®).

(P. Braun.)
11
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44 Vier verschiedene Abacus von Maurice d'0cagme, ingénieur des ponts
et chaussées, Paris.

Ein Abacus oder eine graphische Rechentabelle setzt sich aus einer
Vereinigung geometrischer, mit Zahlen bezeichneter Elemente (Punkte,
Gerade oder Curven) zusammen, welche ein mathematisches Gesetz
zwischen mehreren Variabeln darstellt, wobei jedem System von Zahlen
die aufeinanderfolgenden Werte einer Variabeln entsprechen.

Herr M. d’'Ocagne hat neuerdings eine allgemeine Theorie der Abacus
begriindet und sie in seinem Buche: ,,Nomographie. Les calculs usuels
effectués au moyen des abaques*, Paris, Gauthier-Villars 1891, ver-
offentlicht.

Unter den Methoden, welche er aus der allgemeinen Theorie ableitet,
ist jene der ,isoplethen Punkte*, in Kapitel IV—VI des genannten
‘Werkes enthalten, sein specielles geistiges Eigentum,

Die hier ausgestellten Abacus sind Anwendungen dieser Methode.
Man hat dabei durch die Daten der betreffenden Aufgabe auf dem Abacus
eine Gerade bestimmt, deren Schnitt mit einer geteilten Scala die ge-
suchte Unbekannte ergibt. Diese Abacus sind klarer, bequemer zu hand-
haben und leichter genau zu interpoliren, als die Abacus der isoplethen
Geraden, aus denen sie dualistisch abgeleitet sind. Ausserdem gestatten
sie einen mehr als doppelten Eingang (Abacus 8 und 4).

Um auf dem Abacus Gerade zu ziehen, kann man sich eines Lineals
oder eines feinen Striches auf durchsichtigem Triiger bedienen. Am be-
quemsten ist es aber, einen diinnen Faden zwischen den Punkten zu
spannen, welche den Daten entsprechen.

Beuziiglich der niiheren Ausfiilhrungen vergleiche man die auf den
einzelnen Abacus angebrachte Gebrauchsanweisung, sowie die Ent-
wickelungon in Kapitel TV—VI (Fig. 28, 29, 84 Tafel VIII) des ge-
nannten Werkes.

1) Abacus zur Berechnung der Neigung der Stiitzmauer
einer horizontalen Terrasse.

Man habe das rechteckige Profii ABCD der Stiitzmauer berechnet.
Dieselbe soll durch eine nach innen gencigte BMNC ersetzt werden. Es
sei p das Verhiltnis der Gewichte gleicher Volumina Erde und Mauer-
werk; 1 = BM :BA; h = AP : AD, daon muss zur Erzielung gleicher
Stabilitiit die Bedingung:

A4+DbDh*4+1(1 4+ ph—§1d-])1—2p) =0
erfiillt sein.

Diese Bedingung wird durch einen Abacus mit 3 parabolisch ge-
krimmten Scalen fir 1, p und b ausgedriickt. Nimmt man p und 1 als
gegeben an, so braucht man nur die entsprechenden Punkte der be-
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treffenden Scalen mit einer Geraden (Faden) zu verbinden, dann schueidet
diese die Scala der h in dem gesuchten Weorte h.

2) Abacus zur Berechnung des Verhiiltnisses k der Profile
der geraden und der schiefen Stiitz-
mauer (bezw., zur Auffindung der
Stiitzmauer vom kleinsten Flichen-
inhalt des Profiles).

Hat man zu cinem gegebenen Wertepaar
P, | mittels des ecrsten Abacus h gefunden,
so liisst sich mit diesem zweiten Abacus in
ganz analoger Weise das Verhiiltnis:
Inhalt ABCD
X = {oialt MBl MBCN=2}I +1—2Hhl
c 2 X berechinen, welches miglichst gross werden
soll.

B M A

8) Abacus der sphiirischon Distanzen.

h und A seico die geographischen Breiten zweier Orte auf der Eﬂe,
L ihr Liingenunterschied. Die sphiirische Distanz ¢ lisst sich dann durch
die Formel:

2 cos 9 = (1 + cos L) cos (h—N) — (1 — cos L) cos (A + A9

ausdriicken.

Zur Berechnung derselben mittels des Abacus bilde man A + M und
A — ), suche ersteren Wert am linken, letzteren am rechten Rande
auf und verbinde die betreffonden Punkte durch einen Faden. Dieser
werde von der Senkrechten, die dem Werte von L an der oberen Scala
entspricht, im Punkte P geschnitten. Geht man von I’ in einer Hori-
zontalen an den rechten Rand, so liest man dort die gesuchte Distanz ¢ ab.

4) Abacus fiir die Auflosung der allgemeinen cubischen
Gleichung:

24 nz2' +pz 4+ q=0.

Die Scalen fiir p und q sind am linken und rechten Rande des Abacus.
Man verbindet die entsprechenden Punkte durch cine Gerade, sucht ihre
Schoitte mit der Curve, die dem Werte n entspricht und geht von diesen
Punkten in einer Verticalen zur horizontalliegenden Scala der z in der
Mitte des Abacus iiber, wo man dic positiven Wurzeln ablesen kaun.
Die negativen berechnen sich aus der Gleichung:

2 —nz' 4+ pz2 — q=0.
(M. d'Ocagne, Finsterwalder.)
11*
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45 Trace-Computer, Apparat zum Auftragen von Curven, derem Or-
dinaten gegebene FKunctionen zwelergsanderer Curven sind, von
F. Galton, F. R. S. London, ausgefiihrt von Beck, London.

Das Instrnment, gegenwiirtig zum Entwerfen und Puuktiren der
Dampfspanuungscurve aus den entsprechenden Curven der Thermometer
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mit trockener und feuchter Kugel henutzt, kann zu ihnlichen Zwecken
aller Art verwendet werden, wenn man nur geeignete modellirte Tafeln
fertigen liest. Man kann dasselbe zum Entwerfen und Punktiren einer
Curve benutzen, deren Ordinaten gegebene Functionen der Ordinaten
zweier beliebiger anderer Curven sind, wihrend alle drei gemeinsame
Abscissen haben,

Die Maschine besteht nus drei Teilen.

Der erste Teil ist ein anf Schienen beweglicher Wagen K (nur in
der ersten Figur sichtbar); die Bewegung desselben wird durch Drehen
der untersten von den drei rechts unten in der Zeichnung befindlichen
Scheiben regulirt. Die Axe derselben ist mit einem Getriehe versehen,
welches in eine Zahnstange, die am Wagen befestigt ist, eingreift. An
derselben Axe ist noch eine zweite Scheibe angebracht, in der Figur
mit K bezeichnet., Diese Scheibe ist mit Nuthen versehen, in welche
eine schwache Feder als Sperrhaken einfallen kaun, damit man den
Wagen nm bestimmte kleine Strecken forthewegen kann. Anf dem Wagen K
ist ein Gestell angebracht, welches auf demselben auf und ab gleitet,
wenn man den mit V bezeichneten Schranbenkopf (rechts vomm Wagen)
umdreht, Dieses Gestell hat Klemmen p, p und ist noch sonst passend
arrangirt, um eine Reihe von 5 Zinktafeln festzuhalten, die mit P be-
zeichnet sind, und in welche die Curven des trockenen und feuchten
Thermometers zuvor wmit dem von mir erfundenen (Report 1871 p. 31)
Pantagraphen (siehe pag. 232 dieses Kataloges) eingeritzt wurden. An dem
Wagen ist vertical ein Rahmenwerk F parallel zur Vorderseite des In-
stroments an zwei Stiindern angebracht (der #ussere ist in der Figur mit
L bezeichnet). In das Rahmenwerk ist eine lange Zinkplatte Q einge-
schoben, dazu bestimmt, die von der Maschine punktirte Curve aufzu-
nebmen, Diese Platte ist nur zum Teil in der Figur ausgefiihrt, um den
dahinter liegenden Mechanismus nicht zu verdecken. Es bewegen sich
nun die Platte mit der Dampfspannungscurve und diejenige mit den
heiden thermometrischen Curven miteinander, so zwar, dass alle drei,
wenn sie durch eine zu den Seiten des Apparates parallele Verticalebene
geschnitten werden, Ordinaten ergeben, die zu gleichen Abscissen gehoren,
und zwar befindet sich speciell die Lage der Fadenkreuze des Mikroskopes
M, das auf die Curve des trockenen Thermometers gerichtet ist, und des
Mikroskropes N, das auf die Curve des feuchten Thermometers gerichtet
ist, mit dem Stift R, der die Dampfspanoungscurve punktirt, immer in
derselben Verticalehbene, parallel zu den Seiten des Apparates. Der
zweite Teil des Justrumentes, beziglich dessen man Fig. 2 vergleichen
mdige, besteht aus einer Tafel T mit gekriimmter Oberfliiche, die gleich-
falls wieder auf eivem Wagen seitlich verschoben werden kaun, wihrend
dieser selbst senkrecht dazu auf Schicnen beweglich ist. Der Wagen ist
T formig, an seinem Vorsprung nach vorne befindet sich eine Schraube
m, durch deren Drehung der Wugen sich auf den Schienen vor- und
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rackwiirts bewegt. Das Mikroskop M, welches auf die Curve des
trockenen Thermometers eingestellt ist (dasselbe besitzt eine Schlitten-
vorrichtung, die man vor dem Beginn der Operation einstellt), ist an
dem Vorsprunge befestigt und nimmt deshalb an den Hin- und Her-
Bewegungen der Tafel T teil. Kurz die Bewegucg der Tafel in der Y-
Richtung entspricht der Ordinate der Curve des trockenen Thermo-
meters und einer Abscisse, die man erhilt, wenn die Curve durch die

Hp 2

oben angedeutete Verticalebene geschnitten wird. Ferner befindet sich
an demselben Vorsprunge noch eine andere Schraube n, welche zweier-
lei Verrichtungen hat. Erstens schiebt sie das auf die Curve des
feuchten Thermometers gerichtete Mikroskop hin und her und zweitens
bewirkt sie durch ein Getriehe am Ende ihrer Axe, welches in eine
Zahnstange eingreift, die mit der Tafel T in fester Verbindung steht,
dass letztere auf dem Wagen in eiver X-Richtung gleitet. Kurz, die
Bewegung der Tafel in der X-Richtung entspricht der Ordinate der
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Curve des feuchten Thermometers, genau wie die Bewegung der Tatel
in der Y-Richtung der Ordinate der Curve des trockenen Thermometers
fir dieselbe Abscisse entsprach.

Die Tafel T ist eine krumme Oberfliche, die sich aus den Tabellen
fiber Dampfspannung ergibt: Angenommen ihre rechte und linke Seite
(Y-Richtang) wiire nach Temperaturgraden von 17° bis 93° geteilt und
ihre Vorder- und Hinterseite (X-Richtung) nach den gewohnlichen
Differenzen zwischen den Temperaturen der feuchten und trockenen
Kugel d. h. von 0° bis 23° so ist die Hohe z eines heliebigen Punktes
der Fliche, der zu den Ordinaten x, y gehort, den Tabellenwerten dber
Dampfspannung proportional gemacht worden, die der Temperatur y°
des trockenen Thermometers und dem Uberschuss von x° des trockenen
iiber das feuchte entsprechen, Die mechanische Ausfihrung einer ge-
eigneten Tafel fiir eine beliebige Function von zwei Variabeln ist Dei
der vortrefflichen Einrichtung unserer Mechaniker ersten Ranges weder
schwierig noch teuer. Es werden circa 400 Locher mit einem genau
geteilten Bohrer eingebohrt bis zu einer Tiefe, welche den Tabellenwerten
entspricht und die Fliiche zwischen denselben wird weggefeilt und ge-
glittet. Die Punkte, welche zwischen den wirklich gemessenen liegen,
werden also thatséichlich graphisch interpolirt. Es war Gelegenheit, fur
dieses Instrument zwei Tafeln anzufertigen; beide wurden sorgfiltig
gepriift und ausserordentlich genan befunden®); trotzdem kosteten sie
nicht mebr als 120 Mark das Stiick.

Der dritte Teil des Apparates ist oben in Figur 2 deutlich zu sehen.
Er besteht aus einem Griffel Z mit einem Gegengewichte W, der ver-
tical und mit geringem Drucke auf der Tafel stehen kann. Der Griffel
triigt oben ein horizontales Rohr, in welchem ein Stift R gleitet. Auf
diesen schliigt, so oft es ndtig ist, ein Hammer H, der, mit dem Fusse
in Bewegung gesetzt, den in Figur 1 punktirt gezeichneten Bogen be-
schreibt; der Stift selbat punktirt auf der Platte G eine Curve, deren
Ordinaten sich wie die Hohen der Tafel #undern, welche durch den
aufsitzenden Griffel in dem Momente, in welchem der Hammer auf-
schliigt, markirt werden.

Die Wirkﬁngeweise des Instrumentes ist nun leicht zn dbersehen:
Der Wagen liuft eine kurze Strecke, dann werden die Schrauben m
und n gedreht, bia die Fadenkreuze der Mikroskope M und N auf den
zugehorigen Curven stehen und schliesslich veranlasst ein Druck des
Fusses den 8tift, einen Punkt einzustossen. Das ist der ganze Vor-
gang: der eben erwiihnte Sperrhaken regulirt die Bewegung derartig,
dass die markirten Punkte halbstiindigen Iutervallen entsprechen, was

%) Siehe Report 1871, pag. 30 wegen Beschreibung der Priifung der ersten
Tafel. Diese Tafel wurde verworfen, weil man die absolute Scala, nach der sie
coustruirt war, ungeeignet fand. Sie wurde durch die jetzt im Gebrauche be-
findliche, ebenso genaue ersetzt.
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fiir den vorliegenden Fall als das zweckmissigste sich ergeben hat. So
entsteht rasch eine Punktreihe, welche durch Gravirung verbunden die
Original-Zinkplatte gibt, deren Zeichnung mit Wagner's Pantagraph
auf die Kupferplatten des ,,Quarterly Weather Report* iibertragen wird.

Von kleineren Detuils des Apparates seien noch einige wichtigere
Punkte hier erwithut. Es kana der Rahmen F die Platte Q in ver-
schiedenen Hohen festhalten, so dass eine Anzahl von Curven unter
einander punktirt werden konnen. Auf diese Weise enthilt jede
einzelne Platte Q unserer sieben Stationen die Dampfspannungscurven
der eingefiihrten fiinftigigen Periode. Ferner ist es mitunter wiinschens-
wert, das Instrument fir andere Curven zu verwenden, hei denen z. B.
x und y durch x — w und y — w ersetzt wird, wo w selbst variabel
ist. Fiir diesen Fall ist noch vorne mmn Wagen ein Schlitten u ange-
bracht, an dem man einen Zeiger in derselben Verticalebene mit dem
Stift und der Lage der Fadeukreuze der beiden Mikroskope anbringen
und einstellen kann, Angenommen, es wire z. B, die Neigung der
barometrischen Ebene durch drei Stationen gegen den Horizont darzu-
stellen; dann miissten drei Reihen von Zinkplatten (jede Reihe fiir eine
Station) ibereinandev gelegt werden. Die Mikroskope M und N und
der Zeiger miissten einzeln auf die zuverldssigen Linien in jeder dieser
Reihen eingestellt werden; dann wiiren fiir jede folgende Stellung des
Wagens drei Operationen erforderlich: erstens miisste die Schraube
(gauz rechts in Figur 1) gedreht werden, bis das Gestell mit allen
Platten sich so bewegt, dass die Curve in der untersten Reihe unter
den Zeiger zu stehen kommt; dann sind M und N beziiglich auf die
Curven der oberen und mittleren Plattenreihe einzustellen und schliess-
lich ist die Punktirung wie zuvor auszufiihren.

(F. Galton, aus dem Report of the meteorological comittee
R. Soc. London. 1871.)

D. Modelle und Zeichnungen zur Algebra und

46

Functionentheorie.

Geometrische Darstellung der Discriminanten der Gleichungen
dritten und vierten Grades, von Gymnasiallehrer G. Kerschensteiner
in Schweinfurt.

Die Gleichung dritten Grades:
G; = x* 4+ Sax? +3bx + ¢ =0
hat als Discriminante den Ausdruck
A; = c*—3a’h? 4 4a’c + 4h®— Gabe,
Deutet man a, b, ¢ als Coordinaten, so stellt 4; = o eine Fliche vierten
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Grades dar. Da die vorgelegte Gleichung eine Gleichong allgemeiner
Art ist, so kann sie nicht nur eine Doppelwurzel, sondern auch eine
dreifache Wurzel besitzen. Alle Werte von a, b, ¢, fir welche G; = o
eine dreifache Wurzel hat, geniigen den Gleichungen
a=MANDb=1»Ac=2
wovon man sich unmittelbar durch Substitution dieser Werte in G; = o
iiberzeugt. Elimiuirt man aus diesen 3 Gleichungen die Grésse X, so
erhilt man die beiden Cylinder
a'—~b = o
b —¢* = o
deren einer eine gewdhnliche, deren anderer eine Neil'sche Parabel als
Leitcurve besitzt. Die riumliche Curve, nach welcher sich diese beiden
Cylinder schneiden, liegt notwendig auf der Fliche 4; = o, und da
die Gleichung fiir die Coordinaten dieser Curve eine dreifuche Wurzel
hat, so muss dieselbe eine Riickkehrkante der Fliche sein, Wir konnen
die Gleichung 43 = o in der That leicht auf eine Form bringen, so
dass diese Eigenschaft der Fliche, eine Riickkehrkante zu hesitzen, un-
mittelbar znm Ausdruck kommwt. Ordnet man nimlich A; = o nach
Potenzen von c:
c? 4 2¢ (2a® — 3ab) = 3Ja’b* —4p?
und ergiinzt die linke Seite zum vollen Quadrat, so kommt als ncuer
Ausdruck der Discriminantenfliche:
A == [e 4 a@a'—3W)] + 4 b—ad® = o

Fig. 1.

Die Discussion der Fliiche selhst hietet nunmehr keine Schwierigkeiten.
Fig. 1 stellt das zwischen a = b = ¢ = + const- liegende Stiick
derselben dar. Die Fliiche teilt den ganzen Raum in 2 Riume R, und

*) Man beachte, dass ¢ -+ a (2a? — 3b) der Coefficient von x* in der Co-
variante Q, b — a® der Coefficient von x* in der Hesse'schen Covariante H ist:
im Falle eben G; =— (x — A)? ist, verschwinden sowohl Q als H identisch.
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Ry, und fir alle Punkte des Raumes R; besitzt die Gleichung G = o
eine, fiir die Punkte des Raumes Ry drei reelle Wurzeln, and zwar ist
im Raume R; der Ausdruck dy = positiv, in Ry dagegen negutiv.

Die Gleichung vierten Grades hesitzt vier Constante. Um also deren
Discriminante geometrisch deuten zu koonen, wird man sie vorher so
transformiren miissen, dass eine derselben einen bestimmten Wert an-
nimmt. Fiir gewohnlich transformirt man sie so, dass sie in die Haupt-
gleichung :

Gy - x* 4+ 6ax? 4+ 4bx 4+ c = o
iibergeht. Die Discriminante dieser Gleichung hat Kronecker bereits
vor 30 Jahren behufs Untersuchung der Realitit der Wurzeln geo-
metrisch discatirt. Ich will im Folgenden die Discussion der Dis-
criminantenfliche selbstiindig kurz skizziren. Bekanntlich setzt sich
die Discriminante einer Gleichung G, aus den beiden Invarianten i und j
der Form G, in der Weise zusammen:

Ay = i8—27;2

In den Grissen a, b, ¢ ausgedriickt, erhilt man:

A, 7 (¢ 4 3a)*— 27 (ac —a® — b?)?
Aus dieser Form erkennt man, dass die Fliche A, = o eine Riickkebr-
kante besitzt, welche sich als Schnitt der beiden Cylinder

¢ + 3a® = o (Gewdhnliche Parabel)

b? + 4a% = o (Neil'sche Parabel)
in ihrem rilumlichen Verlauf leicht verfolgen lisst. Da aber G, = o
auch zwei Paar gleiche Wurzeln besitzen kaun, 80 muss die Discrimi-
nantenfliche auch eine Doppelcurve haben, in welcher sich die Fléche
selbst durchsetzt. In der That, entwickelt man in A, == o die beiden
Potenzen, so reducirt sich die Gleichung der Discriminantenfliche anf

Ay = ¢ (e—9al? —2Th? (b? — 2ac +} 2a%) = o
Daraus ist ersichtlich, dass die Fliche G; in der Ehene b = o die
Parabel ¢ — 9a? = o zur Doppelcurve hat, Wihrend nun aber eine
Riickkehrkante niemals isolirt verlaufen kann, ist das hei einer Doppel-
curve sehr wohl moglich, und man hat nun zu untersuchen, inwieweit
aul dieser Doppelcurve die Fliche sich wirklich selbst durchsetzt. Setzt
man daher in der zuletzt eihaltenen Darstellung von A;:
b=(o+Ey_,
¢ = (c + T)c = 9a

wo 3 und 7 unendlich kleine Grdssen sind, vernachléssigt alle Glieder,
die hohere als zweite Potenzen von B und 7 zu Factoren haben, so
erhilt man nach geeigneter Reduction

»;———+4VT3T.

Darans folgt, dass nur fiir negative a zwei reelle Fortschreitungs-
richtungen existiren, dass also fiir positive a die Doppelcurve ¢ — 9a*=0
isolirt verlfuft.
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Weitere singultire Curven besitzt die Fliche nicht, da G; = o nur
dann eine vierfache Wurzel besitzt, wenn a = b = ¢ = o.

Auf Grund der so ermittelten Eigenschafter der Fliche ist die
weitere Discussion derselben sehr einfach. Fig. 2 stellt das zwischen
den Ebenen a = b == ¢ = + const. liegende Stiick derselben dar.
Die Fliche teilt den Raum in 3 Riume R; Ry R, fiir deren Punkte

Fig. 2.
die Gleichung G, = o der Reihe nach: 0, 2, 4 reelle Wurzeln besitzt.
Mac kann durch einfache Vorzeichencombinationen der Ausdriicke 4,
aund P = ¢ — 9a? die drei Riume auch algebraisch definiren. Man

hat néimlich:

Raum l reelle W. i A ’ a
R; ! 0 ‘ + ' +,oder wenn negativ P= 4
Ri 2 e
R l 4 l -+ ' —, und auch P=—

Ungleich schwieriger wird die Discussion der Discriminantenfléiche,
wenn man nicht die ohen beniitzte Hauptgleichung zu Grunde legt,
sondern die Gleichung

G- x* + 4ax® + 6bx? 4+ 4ex 4+ 1 =0
In diesemn Falle wird die Gleichung derselben :
Ay i (1—-4ac + 3b%)* —27 (b4 2abc—b*—c*—a®)* = o

Dieser Ausdruck léisst zwar die Existenz der Riickkehrkante erkennen,
gestattet aher keineswegs a priori eine Vorstellung von dem réiumlichen
Verlauf derselben, wie dies im vorausgehenden Falle die heiden pro-
jicirenden Cylinder gewi#ihrten. Man kann sich nun, da die rationale
Elimination einer der Coordinaten aus den Gleichungen i = o, j = o
in diesem Falle unausfiihrbar ist, einen solchen Cylinder in folgender
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Weise verachaffen. Wenn die Gleichung G’; = o die dreifache Wurzel A,
die einfache Wurzel p besitzt, so miissen die Beziehungen bestehen :

3N+ p o —4a

M4 = 2b

w3 4 8 — —4c
W 1

oder nach Elimination von p.:

1) 3+ )13 + 4a ~ o

2) v+.:,—2b,_o

3, $B 4 ')i + 4c=o0
Aus 2) folgt: =+ VEV?;E

Die vier Ausdriicke, welche man erhilt, wenn man diese Werte von A
etwa in Gleichung 3 einfiihrt, miissen identisch verschwinden. Also
auch das Product dieser Ausdriicke, ndmlich

o = MutCertd) = 1 [V b+ Vo—1y pae+Y b+ V1) + 8]
Dies liefert den projicirenden Cylinder:
P=4c2—b(b*43)—(b*— 13 =0,
welcher sehr leicht zu discutiren ist. da diese Gleichung sich nach ¢

bequem auflosen lisst. Sie stellt zwei, beziiglich ¢ symmetrisch gelegene
Schuabelspitzen dar.

TUm nun zum Ausdruck der Doppelcurve zu gelangen, hat man
folgende Uberlegung zu machen. Soll die Gleichung G’; = o, zwei Paar
Doppelwurzelu besitzen, so muss, weil das constante Glied = 1 ist, so-

bald ). die eine Doppelwurzel ist, die audere entweder +} oder—-T:: sein,

Im ersten Falle ist die Gleichung G’y = o eine reciproke. Dann ist aber
a= ¢, d. h., die Doppelcurve der Fliiche liegt in der Ebene a —c =o.
Die Discriminante einer reciproken Gleichung vom Grade 2n aber
ldsst sich, wie ich an anderer Stelle gezeigt habe, in sehr ein-
facher Weise durch die Discriminante ihrer Resolvente ¢ ausdriicken.
Sind nidmlich & die Wurzeln der Gleichung G2n, ¥, die Wurzeln ihrer
Resolvente ¢, so hat man:

M (5, — &0 = 160 n—1 ¢ (+ 2 ¢ (- 2. {0ene—m )} *
wo ¢ (+2), ¢ (—2) nichts anderes als die Substitutionsresultate von
+ 2 in die Resolvente ¢. sind.

Diesen Satz beniitzend. erhiillt man als Schuitt der Ebene a = ¢, in
welcher die Doppeleurve liegen muss, mit der Fliche A4 sofort:
16" (4a® 4 2 —6b 2% (8a 4 6b+ 2) (—8a 4+ 6b 4 2) = o,
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Dieser Schnitt zerfillt also in eine Parahel als Doppelcurve und ihre
beiden Tangenten in den Punkten b=+41, a=+1.

Die zwei Beriihrungspunkte der Tangenten sind zugleich die Aus-
gangspunkte der Reckkehrkante, wie aus der Gleichung P’ = o un-
mittelbar ersichtlich ist. In der That erbéilt auch G, fir b=1,

a=-c=11 eine 4fache Wurzel. Auf dem endlichen Bogenstlick
zwischen diesen singuliren Punkten der Fliche verliduft die Doppel-
curve der Ehene a = c isolirt.

Im zweiten Falle, wenn G, = o die Doppelwurzeln + ) und ——:—

hat, ergibt sich in #holicher Weise, dass der in der Ebene a 4 ¢ =o
gelegene Schnitt die Form hat:

o=@4al —14380—1)(—4a) =143b—1) (2a*—3b —1)

Die Fliiche besitzt also noch eine Parabel als Doppelenrve, die wie die
Untersuchung lehrt, nirgends isolirt verljuft.

Damit sind alle Singularitiiten erschopft. Beriicksichtigt man nun,
dass d‘4 in Bezug auf a
und ¢ symmetrisch ist,
sowie, dass der Schnitt
a=o0 in A« mit dem
Schnitt ¢ =+ 1 in A4
ibereinstimmen muss,
8o findet man ohne wei-
tere Rechnung, dass die
Discriminantenfliiche die
Gestalt der Fig. 3 hat.
Sie teilt den Raum in
6 im Endlichen getrennte
Teile Ry, R, Ry, in
welchen G, = o der
Reihe nach 0, 2, 4
reelle Wurzeln hat,
entsprechend den Vor-
zeichen +, —, 4 der
Discriminante.

(G. Kerschensteiner.)

Fig. 3.

47 Gypsmodell von Sylvester’s Amphigenouns Surface, einer Fliche
9. Ordnung, ausgefithrt und ausgestellt von Prof. 0. Henriol, City and
Guilds Central Institution, London.

Prof Sylvester hat in seiner grossen Abhandlung ,.On the real and
imaginary Roots of Algebraical Equations (Phil. Trans. 1864)" eine
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Spitzen zweiter Art.

I. Abteilung.

invariante Bestimmung der Realitiit der Wurzeln einer Gleichung 5. Grades
gegeben und dieselbe in ein geometrisches Gewand gekleidet, welches
durch das Modell veranschaulicht wird.

Er nimmt drei Invarianten der Gleichung J, D und L von der 4., 8.
und 12. Ordoung. D insbesondere ist die Discriminante. Er setzt

G =-JK* 4 8 LK® — 2 J'LK® — 72 JLK —432 L® - J°L*;
wo 128 K =J* — D ist. G ist also von der 9. Ordnung in den J, D, L.
Nimmt man diese oder ihnen proportionale Grossen Xx, y, z als recht-
winkelige Coordinaten, so ist G = o die Gleichung einer Fliche 9. Ord-
nung, welche im Modell reprisentirt ist.

Die Coordinaten der Punkte auf der Fliche G = o lassen sich rational
durch zwei Parameter ausdriicken. Als den einen kann man J wiihlen,
der andere heisse . Dann hat man

p=Cet2¥e—=3)y, | 1 I _
Pe+1 7’ 256 ¢° (p+1)

Der Wert ¢ = — 2 gibt D =0, J® = 2048 L. Aber D wird unendlich
klein zweiter Ordnung. Die Ebene D = o, welche die Discriminanten-
ebene heissen mag, beriihrt die Fliche also lings einer cubischen Parabel.

Fiir ¢ = o0 erhilt man L = o, D = J% eine Parabel in der Ebene
L = o. Diese ist Cuspidalcurve der Fliche. Ihre Schnitte geben

. . 3 . } dL dD .
Endlich gibt ¢ = — T fir welchen Wert a9 und i verschwin-
den, eine zweite Cuspidalcurve mit den Gleichungen

1, ~_ 125,
5% D=—-p20

Jhre Schoitte sind gewohnliche Spitzen.

Diese beiden Curven, welche der Fliche ihren Charakter geben, be-
rithren im Anfangspunkt der Coordinaten cinander, die Axe der J ist
gemeinschaftliche Tangente.

Im Modell ist die Axe der L vertical, positiv abwiirts, die der J die
horizontale Tangente der Cuspidalcurven im Mittelpunkt. Die Axe der
D, welche ganz in der Flidche liegt, ist durch eine rote Linie markirt.
Die Discriminantenebene ist durch ein lose aufgesetztes Stiick Carton
vertreten, auf welchem die Axe der J und L verzeichnet ist, Die
schwarz markirte Curve ist der, dem in Sylvester's Abhandlung abge-
bildeten Schnitte J = 1 congruente Schuitt J = — 1.

Im Modell kann man sich auch dadurch orientiren, dass ‘fir den
pfeilerartig emporsteigenden Teil J, D, L dic Zeichen — + — haben.

Es ist auch zu bemerken, dass mit cinem Zeichenwechsel von J und
L auch G sein Zeichen wechselt, d. h. die Fliéche G = o fiillt nach
einer halben Umdrehung um die I)-Axe mit ihrer urspriinglichen Lage
zusammen und teilt daher den Raum in zwei congruente Teile.

L=—
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Zur Construction wurde 6J =x,}D =y, 1024 L =2z gesetzt und
} Englischer Zoll als Liingeneinheit gewiihit.

Das Modell ist begrenzt durch die Ebenen x=+32-2, y - +3l,
z—+50"6.

Kehren wir zu Sylvester's Theorie zuriick. J, D, I, sind Invarianten
einer lineiren Form 5. Grades, Jeder Gleichung 5. Grades mit reellen
Coéfficienten entspricht daher ein reelles Wortsystem von J, D, L und G,
daher ein reeller Punkt im Raum und zwar entspricht ein solcher Puukt
einer ganzen Familie von Gleichungen, fiir welche obige Invarianten die-
selben Werte haben. Aber auch fiir Gleichungen mit imagindren Coeffi-
cienten konnen diese Invarianten reell sein. Ihnen entsprechen also auch
reelle Punkte. Diese heissen nonfacultativ, die anderen, welche Gleich-
ungen mit reellon Punkten entsprochen, facultativ. Die einen werden von
den andern durch die Fliche G — o getrennt, wie im Modell die Fliche
den Gips von der Luft trennt. Punkte in letzterer nehmen wir als
facultativ an. Mit diesen allein haben wir es zu thun.

Die Discriminantenebene teilt diesen Raum in drei Toeile. Auf ihrer
positiven Seite liegt die parabolische, auf dor andern die doppelt gekriimmte
Cuspidalcurve. Auf der positiven Seite liogt ferner der Teil der Fliche,
welcher die Discriminantenebene beriihrt. Der Luftraum an dieser Scite wird
daher in zwei Teile geteilt, die sich lings der Beriithrungscurve begrenzen.
Der eino dieser Teile ist dadurch bestimmt, dass or zwischen den Fliichen-
teilen, welcho an der parabolischen Cuspidalcurve zusammenhiingen, liegt.
Dieser Teil heisse A, der andere Teil an der positiven Seite der Discri-
minante C und der auf der negativen Seite der Discriminante gelegene
Raum B. Dann hat man den Satz: Licgt der einer Gleichung 5. Grades
mit reellen Coefficienten cntsprochende Punkt im Raum A, so sind alle
‘Wurzeln reell, im Raum B sind zwei und in C vier Wurzeln imaginiir,
In der Discriminantencbene sind natiirlich immer wenigstens zwei Wurzeln
einander gleich. Sie wird durch die Beriihrungscurve in zwei Teile
geteilt. In dem Teilo, welcher den Raum A von B trennt, sind alle
Wurzeln reell und zwei gleich. In dem Teile zwischen C und B sind
zwei Wurzeln imagindr und zwei gleich. Auf der Beriithrungscurve sclber
sind zwei Paare gleicher Wurzeln und zwar auf dom oberen Zwéigo sind
diose Wurzeln reell, auf dem unteren imaginiir. Im Coordinatenanfang
endlich sind drei Wurzeln einander gleich.

(0. Henrici.)

48 Drei Modelle Riemann’scher Flichen. Nach Angabe von Prof. H, A.
Schwarz, Univ. Berlin. Verlag L. Brill, Darmstadt.
Specialkatalog 197—199.
(197) Modell einer zweiblittrigen einfach zusammenhingenden Rie-
mann’schen Fliche, welche in ihrem Innern einen Windungspunkt erster
Ordnung enthilt,
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(198) Modell einer dreibldttrigen einfach zusammenhingenden Rie-
mann’schen Fldche, welche in ihrem Innern einen Windungspunkt zwester
Ordoung enthilt.

(199) Modell einer dreifach susammenhéngenden Riemann’schen Fliche
mit einer in sich zuriickkehrenden Begrenzungslinie. (Siehe Riemann’s
Gesammelte mathematische Werke, horausgegeben von H. Weber, Seite 89,
Figur 3.)

16 Modelle zur Darstellung von Functionen einer complexen Ver-

#inderlichen. Im math. Institut der techn. Hochschule Milnchen aus-
geflihrt (1886) unter Leitung von Prof, W. Dyck. Verlag von L. Brill, Darmstadt.

Vergl. Specialkatalog 173—182.

Die vorliegende Serie von Modellen ist entstanden im Anschluss an
eino einleitende Vorlesung iibor KFunctionenthoorie. Die Schwicrigkeit
einer moglichst anschaulichen Schilderung des Verhalteus einer Function
in der Umgebung singuliirer Stellen liess den Wunsch aufkommen, auch auf
diesem Gebiete und wenigstens fiir die wichtigsten singuliiren Vorkomm-
nisse das Hilfsmittel riiumlicher Anschauung zu besitzen, das schon auf
einer Roihe anderer Gebicte so zweckmiissig und fordernd im Unterricht
sich erwiesen hat.

Um den Verlauf einer Function einer complexen Veriinderlichen in
der Umgebung gowisser singuliirer Stellen und ebenso den Gesamtver-
lauf gewisser Typen von Functionon einer complexen Veriinderlichen durch
eine riumlicho Darstellung zu veranschaulichen, sind, in der bekannten
Weise, sowohl der reello als auch der imaginiire Teil der Functionswerto
iiber der Ebcne des complexen Argumentes als Ordinaten aufgetragen.
So wird jede KFunction eines comploxen Argumentes durch zwei, mit R
und I bezeichucto Flichen versinnlicht, deren gleichzeitige Botrachtung
cin Bild des Functionsverlaufes liefort. Zur genaueren Charvakteristik der
Waertsysteme sind auf den Flichen Niveaulinien in gieichen Abstinden
(die Einheit des Masstabes = 3 cm) aufgetragen und dio zugehirigen
Orthogonaltrajectorien. Dabei stehen die jedesmal zusammengehorigen
Modelle R und I in der Beziehung zu cinander, dass die Projection der
Niveaulinien und Fallinien der cinen Fliche in die lbene des complexen
Arguments mit der Projection der Fallinien bezw. Niveaulinicn fiir die
andere Fliicho in eben diese Ebene identisch ist.

Die Serie enthiilt folgende Darstellungen:

Die Modelle I, II und III, ausgefiihrt von Lehramtscandidat Wildbrett,
veranschaulichen das Verhalten einer Function in der Nihe von Verzweig-
ungsstellon und zwar:

I. (173) Fir w?=2' — 1.

1. (174.) Fiir w?=2z*— 1,

I (173.) Fir w*=1— 2",
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Die Modelle IV und V, ausgefiihrt von Lehramtscandidat Wildbrett,
Assistent Burkhardt und stud. Kleiber, dienen zur Darstellung des Zu-

sammenriickens zweier logarithmischer Unendlichkeitspunkte in einen (ein-
fachen) algebraischen und zwar gibt Modell:

IV. (176) Die Function w = %

. . 1 zZ—s 3
V. (177.) Die Function w= 9% log PE ( s = Z)-
Modell VI, ausgefiihrt von stud, Kleiber, gibt das Verhalten einer Function
in der Umgebung des einfachsten, wesentlich singuliren Punktes durch
1

VI. (178.) 6 w=o0"".

Die Modelle VII—X, ausgefiihrt von Assistent Burkhardt und Lehramts-
candidat Wildbrett, veranschaulichen den Verlauf der elliptischen Functionen
p (0) und p’ (u} (in der Weicrstrass’schen Normalform) und zwar speciell :

VII. uw, VIIL (179. 180.) Fiir die Invarianton g, =4, g3 = o.

IX. u. X. (181. 182.) Fiir die Invarianten g,=—o, gz =4.

In den Modellen VII und VIII ist die Symmetrie der Flichen inner-
halb des Periodenquadrates (es sind jedesmal vier solcher modellirt)
ausser durch die Relationen

P(—w=pQ), p(—u=) —p @
durch die hier speciell geltenden Beziehungen
p(n) = —p ), p(iu)=ip'(n)
bezeichnet. Dic Modelle kennzeichnen ebenso wie die folgenden Nr. 1X
und X in charakteristischer Weise das Verhalten einer Function in der
Umgebung eines zweifachen (fiir p (u)] bezw. dreifachen (fir p’ (u)] Un-
endlichkeitspunktes.
12



1. Abteilung.

In den Modellen IX und X hat man fiir die Bezeichnung der in den
Flichen ersichtlichen Symmetrien die Relationen:
peu) = e p), p'(su) = e3p'(n),
wo & cine sechste Einheitswurzel bezeichnet.
(Dyck,

Vier Tafeln zur Veransehaulichung des Verlaufes der elliptischen
Functionen p (u) und p’ (u). Ausgefiihrt (1886) von Assistent Burkhardt
und Lehramtscandidat Wildbrett im Math. Institut der techn. Hochschule
in Miinchen (P’rof. Dyck).
Die Tafeln schliessen direct an die vorstchenden Modelle VII—X fiir
die Invarianten g, =4, gs=o0 und g,=o, gz =4 an,
Vergl. hiezu den Specialkataloy von Brill und die den Modellen bei-
gegebene Abbandlung. ’

Darstellung der elliptischen Function ¢ = am (u, k) dureh eine
Fliiche. Ausgefiibrt im Mathematischen Institut der technischen Hoch-
schule Miinchen unter lLeitung von Prof. Brill , ausgefithit von studd.
math. Kuen und Wolff (1880). Verlag von L. Brill, Darmstadt.

Specialkatalog SO (pag. 13 und 70,

SN
A e

——— . e y—r—
\u ozd ’»QU‘L,_.—.L—F-L I P //

Die Grisse ¢ wurde vertical, k und u horizontal aunfgetragen
(Masstab fiir k-Axe wurde 3 mal so gross als der fir die 2 andern
Griwsen  genommen).  Fir k* << U genifigen zur Construction des
Modelles die Legendre’schen Tabellen und in diesem Intervall er-
streckt sich die Fliche auch in verticaler Richtung in’s Unendliche.
Zur Construction des Modells fiir die Werte k* >> 1 muss man das
elliptirche Integral:

@

' deg
u = ‘ P
o} 1—k*sin¥g
in ein anderes solches Integral mit einem Modul A\* << 1 transformiren,

. . 1 .
am besten durch die Annahme )} = K- Es

dass im Intervall k® > 1 das Modell in verticaler Richtung sich

ergibt sich dann,
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nicht ins Unendliche erstreckt, sondern eine endliche Hohe besitzt,
die um so kleiner wird, je grisser k? ist. Niheres vgl. die dem
Modell beigegebene Abhandlung. (Kuen.)

52 Bogen und Scala zum Abmessen der numerischen Werte der
elliptischen Functionen, von Prof. A. 6. Greenhill, President London
Math. Soc., Artillery College Woolwich.

Die Theorie des Instruments beruht auf der Eigenschaft von Bernowlls's
elastischer Curve, wonach die Ordinate y und der Bogen s derselben
durch die Relation verkniipft sind :

y = 2ck cosam —%,

wiihrend der Modularwinkel ¢ gleich ist dem halben Winkel, uuter welchem
der Bogen dic Sehne schneidet. (Groenhill)

53 Modell zur Theorie der elliptischen Modulfunetionen, von F. Klein
Univ. Gottiugen. Ausgestellt vom Math. Institut der techn. Hochschule
in Miinchen. ’

Das Modell stelit die reguliive (168 blittrige) Riemann’sche Fliiche
(vom Geschlechte p = 38) dar, welche der Galois’schen Resolvente der
Modulargleichung fiir Transformation siebenter Ordnung der elliptischen
Functionen ontspricht. Die 2.168 Gebiete der Einteilung stossen zn je
2.2 2.3, 2.7 zusammen. Dic Anordoung der Gebieto auf ein (durch’s
Unendliche zusammenhiingendes) Axenkreuz soll eine in der Gruppe der
Modulargleichung enthaltene Oktacderuntergruppe hervorheben,

(Dyck.)

54 Drei Kugeln mit anfgezeichneien quadratisehen Orthogonal-Curven-
Systemen, ansgefihrt (1891) von Assistent J. Kleiber im Math. Institut
der technischen Hochschule Miinchen (Prof. Dyck).

Transformirt man durch die Formeln

a) z' = k **
1
o 2
b) z' = k*. ’
oz
c) z' =K. &t [« = 1 4 2i]
w7
e — a.
das in der Gauss'schen Ebene z = x 4 iy gelegene quadratische

Gitter x = (1, y = ¢’q, wo ¢ und ¢’ ganze Zahlen, v die Liinge der
Quadratseite bedeutet, so erhiillt man in der Ebene 3 sog. quadratische
Orthogonulsysteme, die in geeigneter Weise stereographisch auf die
Kugel projicirt, anch auf dieser je eine quadratisch orthogonale liin-
teilung, im Fall a) von lLoxodromen, in den Fillen h) und c¢) von
Kreisen liefern.

(Kleiber.)

12¢
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Dritter Abschnitt. Integralrechnung.
E. Curvometer.

55 Linienmesser (Curvometer), construirt und ausgestellt von G. Coradl,
Ziirich.

Das Instrument dient zur Messung horizontaler Lingen auf Karten und

Pliinen. Die Axen der beiden Messrollen und der Fiihrungspunkt ¢ liegen

in einer Linic und die Riinder der beidem Rollen, mit welchen das In-
stramentchen auf dem Plan aufliegt, haben genau gleichen Abstand vom
Punkte ¢. Die Teilung beider Rollen ist in gleicher Richtung beziffert.
Dreht man nun das Instrumentchen um den Punkt ¢, ohve es vorwiirts
zu bewegen, 8o wird die Summeo beider Abwicklungen = 0 sein: bewegt
man das Instrumentchen in gerader Linie fort, so gibt jede der Rollen
die Hiilfte des von ¢ durchlaufenen Weges an.  Befibrt man nun irgend
eine (urve, ijndem man dic Axen der Rollen senkrecht zum jeweiligen
Curvenelement hiillt (cine Abweichung von der Senkrechten um 89 gibt
erst eine Differenz von /1), 8o wird die Summe der beiden Ablesungen
den vom Punkt ¢ durchlaufenen Weg angeben; 1 Teil an den Rollen be-
deutet 1 Millimeter, EKigene Versuche ergaben bei geraden Linien eine
Genauigkeit von ca. !/s000.
(Coradi.)
56 Vier Kartometer, D. R.-P. Nr. 45727, construirt von E. Flelschhauer in
Gotha, ausgefiihrt und ausgestellt von L. Tesdorpf in Stuttgart.
I. Beschreibung. .
Die wesentlichen Teile dieses Insiruments zur Messung der Linge
unregelméssig gestalteter Linien sind:
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1) die Grundplatte, an welcher die Halter fiir

2)die — einseitig gesperrten — Rider angebracht sind und welche
in ihrem Mittelpunkte

3) den Fahistift tragt; endlich dienen

4) zwei Fihrungsstangen zur Handhabung des Instruraents.

Bei den ausgestellten Instrumenten sind 3 boz. 5 und 7 Réder vor-
handen. Die Fahrriider sind mit Zifforblittern versehen und je ein
weiteres Rad, wolches mit zehnfacher (Tborsetzung vom Fahrrad aus
getrieben wird, gestattet die Vielfachen der ganzen Radumdrohungszahlen
abzulesen. Die in gleichen Winkelabstinden angebrachton Fahrrider,
deren Spurkriinze auf dem Papier auflicgen, sind einseitig gesperrt: sie
konnen sich nur nach aussen drchen, withrond jede Drehbowegung, welche
ein Rad einwiirts ausfithren will, durch dio Schuneide einor Sperrklinke,
die sich in eine um die Radstirn gelegte Gummibandago einpresst, auf-
gehalten wird. Der jewcilige Stand des Instruments ist die Summe dor
vollstindigen Ablesungen an den drei Radzihlwerken.

II. Andeutung der Theorie.

(Vgl. den Aufsatz von Prof. Hammer in Zoitschr. fiir Instrumenten-
kunde, 9. Jahrgang, April 1889, S. 136 ff.) Bozeichnet A den Winkel,
welchen die Fahrrichtung mit der Ebene eines der Riidchen einschliesst
und ds den durchlaufenen Weg, so ist die Summe der Radablesungen
durch die Formel:

x=n
! %ﬁ X |cos(x;:—‘—7.)|

x=0
gegeben, aus welcher geschlossen worden kann, dass jene ¥ um so un-
abhidngiger von )\, d. h. der Fahrrichtung wird, je griosser n, d. h. die
Anzahl dor Ridchen ist.

Nur bei einer schr grossen Anzahl von Riidern wiirde das Instrument
ohne weiteres theorctisch befriedigende Rosultate geben; noch bei 5 Ridern
konnte bei einseitiger Handhabung im schlimmsten Falle der regel-
missige Fehler auf etwas iiber 5%o der durchfahrenen Linge stcigen, bei
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I. Abteilung.

7 Ridern wiirde sich dieser Betrag bereits auf ![s, bei 9 Ridern auf
weniger als !/s jener Zahl ermissigon. Aber auch schon mit 3 Radern
lassen sich praktisch geniigende Resultate erreichen. Die Annahme, aunf
welcher die Anwendung des Instruments beruht, ist folgende: ist N, der
Stand des Instruments (vgl. 1) vor, N, nach Durchfahrung einer bestimmten,
beliebig geformten Linie, also Ny— N, ==n die Anzahl der voun allen Ridern
zusammen withrend der Durchfahrung ausgefiihrten Umdrehungen, so ist
n der durchfahrenen Linge proportional.

III. Gebrauchsanweisung.

1. Zundchst hat man die Constante des Instruments, am besten
indirect in folgender Art zu bestimmen: Man fiihrt den Fahrstift sorg-
filtig iiber den Umfang eines Kreises von genau abgestochenem Halb-
messer von einem Punkte des Umfangs aus bis zum gleichen Punkte
zuriick, und wiederholt zweckmissig sogleich diese Umfahrung in ent-
gegengesetzter Richtung; vor und nach jeder Umfahrung notirt man den
Stand der Zihlwerke und wéhrend der Umfahrung sieht man darauf,
dass die Fiihrungsstangen ibhre Richtung ungefihr beibehalten.

2. Bei Bestimmung der Linge ciner vorgelegten unregelmiissigen Linie
bringt man das Instrument so auf die Zeichoung, dass der Fahrstift im
Anfangspunkt steht und die Fihrungsgriffe bequem liegen, notirt den
Stand der Zihlwerke und durchfihrt nun dic gegebene Linie so, dass die
Fiihrungsgriffo ungefiéhr ihre urspriingliche Richtung beibohalten. Ist der
Fahrstift im Endpunkte angelangt, so wird der Stand.der Zihlwerke wieder
abgelesen. Ist n die Differenz der Ablesungssummen vor Beginn und
nach Beendigung der Durchfahrung, so ist k.n die gewiinschte Liinge.
Es ist abor, da der Apparat nur 3 Rider besitzt, dringend zu raten, die
Befahrung der Linie zu wiederholen, wobei das Instrument so zu legen
ist, dass die neue, fiir diese Befahrung ebenfalls wieder ungefihr bei-
zubehaltende Richtung der Fiihrungsstangen mit der bei der eorsten Be-
fahrung vorhandcnen nahezu cinen rechten Winkel einachliesst. Man
erhiilt so einc zweite Angabe fiir die Liogo der durchfahrenen Strecke,
welche unter Umstinden von dem ersten KErgebnis nicht unerheblich
abweicht, wihrend, wie man sich durch wiederholte Befahrung der ge-
gebenen Linie in derselben Lage des Instruments iiberzeugen kann, der
unregelmissige mittlcre Fehler ciner Befahrung weseutlich kleiner ist.
Das Mittel beider Bestimmungon ist von dem woitaus grossten Teil des
sich auf diese Art zeigenden regelmdssigen (cinseitigen) Fehlers befreit.

Preise der Instrumente.

Nr. 1. Kartometer mit 3 Rollenpaaren . . . . . . . M 25—

Nr. IL Derselbe mit 5 Rollenpaaren . . . . . . . . . 40.—

Nr. III. Dorselbe mit © Rellenpaaren .. . . . . . . . , 50.—

(Prospect Tesdorpf, Finsterwalder.)




57

Integralrechnung. F. 183

F. Planimeter.

Zwel Hyperbeltafeln auf (las, als Planimeter dienend, von M. Kloth
in Osnabriick.

In den Quadranten ACD und BCD befinden sich Hyperbeln, deren

jede die Eigenschaft hat, dass das Product der Abstinde eines ihrer

Punkte von den beiden Axen constant ist. — Diese gleichseitigen
| \ \\\:\\‘&K
\é‘_
C G &4 c ——»

Hyperbeln sind also geometrische Orte fiir die Eckpunkte b, by, b,..
gleich grosser Dreiecke abc bezw. a; b ¢, bezw. a,by¢,...., deren
Grundlinien parallel der Axe CD sind. — Triigt man die Curvenzeich-
pung transparent auf eine Glastafel derart auf (Photographie auf Glas),
dass die Axe AB mit der linken Kante der Glastafel parallel ist, und
versieht die Curven mit einer Bezifferung, welche dem Flicheninhalt
der bez. Dreiecke entspricht, so bildet diese Anordnung ein einfaches
Mittel graphischer Flichenberechnung.

Bei Ermittelung des Flicheninhalts eines Dreiecks beispielsweise
legt man die Glastafel derart auf das Dreieck, dass ab von C D gedeckt
wird, wiihrend a und C zusammenfallen, und verschiebt die Tafel lings
eines an die linke Kante angelegten Lineals soweit, bis ¢ in CD fillt;
sodann liest man aus der Lage des Punktes b gegen das Curvensystem
den Fliicheninhalt des Dreiecks ab. — Bei Ermittelung des Flichen-
inhalt eines Vierecks bildet die eine der beiden Diasgonalen die Operations-
basis, u. 8. w.
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Die Tafeln sind in dem fiir geometrische Karten gebriuchlichen
Masstabsverhiiltnissen entworfen.
Der Verkaufspreis betriigt 7 Mark pro Stiick.
(Kloth.)

58 Planimeter nach Wetli-Hansen aus dem mechanisch-optischen Institute
von Hermann Ausfeld in Gotha. Ausgestollt vom Geoddtischen Institut
der techn. Hochschule Miinchen. (Vorstand Prof, M. Schmidt.)

Das Planimeter ist durch wesentliche im Jahre 1849 durch Wetli
angegebene Verbesserungen der Oppskofer’schen Erfindung entstanden
und unterscheidet sich von der ersten Wetli'schen Construction durch
weitere von Hofrat Hansen und dem Verfertizer Ausfeld in Gotha her-
riihrende Verbesserungen. Es kann als Linear-Scheiben- Planimeter be-

zeichnet werden.
(M. Schmidt.)

59 Hyperbelplanimeter, von ). Stadler, ausgestellt von der Lehrkanzel flir
Geodiisie der k. k. techn. Hochschule in Graz (Prof ). Wastler).

Dieses Instrument wurde in der ersten Hiilfte der fiinfziger Jahre von
Herrn Josef Stadler, Bergrat und Director der kaiserlichen Berg- und
Hiitteawerke zu Eisenerz in Steiermark, ersonnen und im Jahre 1865
durch den Bergbeamten Georg Smollin unter Stadlers Leitung ausge-
fibrt. Ein Aufsatz iiber dasselbe aus der Feder des Erfinders steht in
der Zeitschrift ,Erfahrungen im berg- und hiittenménnischen Bau- und
Aufbereitungswesen*, herausgeg. von Rittinger, und zwar im Jahrgauge
1857. Ohwohl die Erfindung hiemit der Offentlichkeit iibergeben war,
blieb sie doch vollig unbekannt, und Stadler selbst legte offenbar spiiterhin,
nachdem von anderer Seite einfachere und praktisch brauchbarere Instru-
mente construirt worden waren, auf die weitere Ausniitzung der diesem
Planimeter zugrunde liegenden Idee keinen Wort. Es war ihm iiberdies
eine andore Idee gekommen, die in dem zweiten hier ausgestellten Instru-
mente, dem ,,Rollplavimeter* verwirklicht wurde. Welche Umstiinde
aber Stadler gchindert haben, diesos lotaterc zu vollenden und bekannt
zu machen, hat sich nicht ermittoln lassen. Er ist im Jahre 1871 ge-
storben, und diec Modelle, welche in seinom Nachlasse gefunden wurden,
blieben bis zum Jahro 1884 im Besitze der Familie, ohne dass soost
jemand etwas von ihnen wusste. Dann wurden sie, als historisch merk-
wiirdige Stiicke, in die Instrumentonsammlung der Lohrkanzel fir Geodiisie
an der k. k. technischen Hochschule in Graz aufgenommen.

Aus dem oben erwihnton Aufsatze geht hervor, dass Stadler, ohne
die Principien und die Construction der friithor erfundenen Planimeter
von Wetli und Ernst zu keunen, auf dio blosse Nachricht hin, ,,dass
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man Instrumento construirt habe, welche den Flicheninhalt jeder, wie
immer regelmiissig oder unregelmissig begronzten Figur anzuzeigen ver-
mogen, wenn man nur den Umfang der Figur mit einer zu diesem Zwecke
an dem Instrumente angebrachten Spitze umfihrt sich selbstindig an
die Losung der Aufgabe gemacht habe ,uus dem Umfange einer Figur
ihren Flicheninhalt abzu-

leiten*. Der Gedanke, auf H

welchem das hierauf von ihm .
erfundene Instrument beruht, H
ist folgender. Es sei (Fig. 1)
div Umfangslinie L auf das

rechtwinklige  Coordinaten-

system XOY bezogen,0M = x,

MP =y secien Abscisse und 24
Ordinate eines Punktes I’ der-
selben, MM’ I’"’ein Elementar-
flichenstreifen von der Breite
MM = dx. R ist ein Ro-
tationskorper, dessen Axe
parallel der Axe OY ge-
richtet ist, oder etwa mit der-
selben zusammenfillt, ABab .
ein Rahmen, von dem zu- Fig. 1.

niichst angenommen wird, dass

er stets parallel zur Ebone dor Figur verbleibt, withrend der an irgend
einer Stelle mit ihm fest verbundene Fahrstift F die Linie L entlang
gefilbrt wird und dis Kante ab auf dem Rotationskorper aufruht. Diese
Bewegung dos Rahmens ist durch dic beiden parallelogrammatischen
Fiithrungsmechanismen ABCD, JHD G, derart beschriinkt, dass die Kante
ab stets dor Axe OX parallel bleibt. Unter dieser Voraussotzung erteilt
dioc Rahmeukante ab dem Rotationskorper R, wenn dor Fahistift ¥ von
P nach P’ riickt, durch die Reibung eine Umdrchungshewegung. infolge
deren der angenblickliche Beriihrungspunkt T den Weg dx auf dem zu-
gohorigen Darallelkreise zuriicklegt. 1st also & der Radius dieses Parallol-
kreises, so ist

A

dx

) §

der Winkel, um welchen sich der Rotationskdrper dreht.  Will man nun
haben, dass dieser Winkel dem Fliichenstreifen MM‘PP' = ydx pro-
portional sei, so muss, unter k* eine constante Zahl verstanden,

do = (—‘g = 1 ydx
3

do =

kl

also:
y
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I. Abteilung.

sein, Bezeichnet man daher mit a die Entfornung der beiden parallelen
Rahmenkanten AB und ab, mit v die Ordinate OT von T, so folgt aus
der angestellten Betrachtung die Beziehung

§(+ o) =Kk
als Gleichung der Meridiancurve des Rotationskorpers, und sie stellt, wie
man sieht, ecine gleichseitigo Hyperbel dar, welche die Asymptoten
£ =0, y = —a hat.

Die oben gestellten beiden Forderungen: 1) dass der Rahmen A B ab
stets parallel der Ebene der Figur verbleibe; 2) dass dic Differenz MF — OT,
unter OT die Ordinate des Beriihrungspunktos T verstanden, den constanten
Wert « Lehalte, sind in brauchbarer Weise mechanisch nicht zu erfiillen.
Beim Stadler'schen Apparate dreht sich der Rahmen ABab um die
Kante AB; abisteinedreh-
bare cylindrische Walze z
von sehr kleinem Durch-
messer. Im Aufriss stellt
sich dann dic Lage diesor
wesentlichen Teile scho-
matisch wie in Fig. 2 dar.
Es sei darin p.dic Meridian- o
curve von R,T d%-‘r augen- Fig. 2.
blickliche ~ Berithrungs-
punkt der Walze ab mit dieser, mT = p der Radius der letztern,
mn = a di¢ Distanz der Walzenaxe von der Drehungsaxe des Rabmens,
F der Fahrstift, von dem ohne wesentliche Anderung des Resultates an-
genommen werden kann, dass seine Axe durch die letztgenannte Drehungs-
axe gehe. Man kann nun nach der Gestalt der Curve p fragen, welche
der Forderung geniigt, dass stets:

NT.OP = k*
ist, Sotzt man ON = %, NT = &, Pn = B, so ergibt dies fiir die
Curve p. die Differentialgleichung:

- 12
R e e I I

dg

il 7

o
b ]

2
= tpglo v —ge—p (T
\ dsf
Man kann sich aber auch die Construction so ausgefiihrt donken, dass
der Rahmen ABab wirklich stets parallel zur Kbene der Figur, also
mn || OH bleibt; dann erhilt man die einfachere Differentialgleichung :

s I'T dn\*? 222
FM+4—k)ll+Qﬁ = e
Keine dieser beiden Differentialgleichungen ist im gewdholichen Sinne
integrabel, man kaun ihnen abor durch Reihen von der Form:
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kl
1= e

geniigen, so dass fiir hinlinglich kleine & die Curve von der Hyperbel
beliebig wenig abweicht. An dem vorlisgenden Instrumente ist die Meridian-
curve von R jedoch auch wirklich keine Hyperbel, sondern es wurde ihr,
wie Stadler angibt, die exacto Form dadurch erteilt, dass nach beiliufiger
Herstellung der geforderten Gestalt, mit dem Fahrstifte Rechtecke von
gemcinschaftlicher Basis, deren Hohen in bekanntem Verbidltnis standen,
umfahren und die hiebei ins Spiel kommenden Parallelkreise des Rotations-
korpers solange corrigirt wurden, bis die Angaben des Apparates den Ver-
hiltnissen entsprachen. Schliesslich wurde der Rotationskérper zwischen
den fixirten Kreisen gleichformig abgedieht. Seine Meridiancurve ent-
spricht also cinem Integrale der ersten der beiden obenstehenden Differertial-
gleichungen.

Der Rotationskorper R ist mit der in 600 Teile geteilten Ziiblscheibe
Z verbunden, welche durch das Getriebe g ibre Bewegung auf die kleinere
Ziihlscheibe Z iibertrigt, die zur Ablesung der ganzen Umdrehungen
von Z dient.

(Lichtenfels.)

60 Rollplanimeter, von J. Stadler, ausgestellt von der Lehrkanzel fiir Geodiisie
der techn. Hoohschule in Graz (Prof. J. Wastler).

Das Hyperbelplanimeter summirt direct die Elemente ydx und kounte
also zu cinem Integraphen umgestaltet werden. Dem gegeniber gehort

Y
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Fig. 3.
das Rollplanimeter zur Classe jener Instrumente;, welche cinen Ausdruck
von der Form ydx 4 du summiren, wo u eine eindeutige Ortsfunction
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61—64

I. Abteilung.

im Integrationsgebiete, und also I du=o ist. Aufden Schienen S8 (Fig. 3)

bewegt sich ein kleiner Wagen W, der einen Zapfen B trigt, um welchen
die Stange J sich drehen kaon. An dem einen Ende dieser Stange ist
der Fahrstift F, am andern die Messrolle R angebracht, die auf der Ebene,
auf welchor der Apparat stcht, ihre Bewogungen ausfihrt. Bezieht man
die Punkte der Umfangslinie L der zu messenden Figur, und cbenso den
Beriihrungspunkt R der Rolle mit der Ebene derselben auf ein recht-
winkliges Axensystem XOY, dessen Abscissenaxe parallel zu S8 durch
die Axe von B gelegt ist, nennt x,y die Coordinaten von P, resp. F,
&, jenc von R, setzt BF = a, BR = b, und den Winkel XBF := a,
80 hat man die Beziehungen :

§=x—(@+b)cosa, = —bsina % = asina,
woraus: df{ =dx+4(a+b)sina.da; d=-—bcosa.da
folgt. Da nun do = d§.sina—dv.cosa

die Componente des Verriickungspunktes R senkrecht zur Axe der Rolle
ist, und diese = p.dw, wenn p den Radius der Rolle, dw den der Ver-
riickung entsprechenden Drehungswinkel bedeutet, so hat man:
pdw = dxsina 4 (a sin’e 4 b) da
ind
oder: do =!—}§ ydx-{—ﬂ—mj-—b a.
Durchliuft F eine geschlossene Curve, so ist:

faw = o frax

Wann das vorliegende Instrument construirt worden ist, ldsst sich
nicht angeben. Es findet sich weder irgendwo publicirt, noch auch ist
irgend eine Aufzeichnung iiber dasselbe vorhanden. Wahrscheinlich ist
es - kurze Zeit nach dem Hyperbelplanimeter cntstanden. Dem Wesen
nach ist es mit Coradi’s Rollplanimeter identisch und kann als ein, freilich
ganz unbekannt geblicbener, Vorliufer dieses cinfachen Instrumentes an-
gesehen werden. Das vorliegende Exemplar ist nicht fertig, die Messrolle
hat keine Teilung.

In der Geschichte des Planimeter haben die vorliegenden heiden Instru-
mente keine Rolle gespiclt. Sie geben jedoch Zeugnis von der ausser-
gewohnlichen Begabung ihres Erfinders, den ein ungiinstiges Geschick in
eine weltabgeschiedene Stellung verschlagen hat, wo er, ohne Verkehr
mit der wissenschaftlichen Welt und mit Berufsgeschiften iberhduft,
seinen Lieblingsideen nicht frei nachgehen und seinen Leistungen nicht

zur Ancrkennung verhelfen konnte.
(Lichtenfels.)

Vier Polar-Planimeter, erfunden und ausgestellt von J. Amsler-Laffon

& Sohn, Schaffhausen.

Eines der ersten Polarplanimeter von J. Awmsler-Laffon (1854).
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62 Planimeter Nr. 1 (nach der Bezeichnung des Amsler'schen Kataloges, auf
welchen beziiglich niherer Detailangaben und der Preise auch bei den
folgenden Nummern verwiesen seci); ausgefiihrt seit dem Jahre 1855, gibt das
Resultat nur in einer bestimmten Masseinheit.

r'1-2

63 Planimeter Nr. 6 (Amsler's Katalog; ausgefiihrt seit 1866); gibt den
Flacheninhalt in mehreren Masseinheiten oder Massverhiiltnissen, uud dient
auch speciell zur Messung der mittleren Ordinate von Indicatordiagrammen.

Hierzu dient eine Hebeschraube, welche erlaubt, den Fahr-

~. stift vom Papicr abzuheben, ohne
den Stand der Rolle zu iindern;
es wird dadurch das successive
Mossen mehrerer Diagramme ver-
einfacht.

64 Planimeter Nr. 9 (Amsler's Katalog); construirt seit dem Jahre 1882, unter-
scheidet sich von den andern Planimetern dadurch, dass sein Spiel ganz
unabhiingig ist von der Beschaffenheit des Papiors, auf welchem die zu
messende Figur gezeichnot ist.

B
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1. Abteilung.

Die Integrirrolle lduft (rollt und gleitet) auf ciner papieriiberzogenen
horizontalen Scheibe, deren Axe die Axe der Integrirrolle im Allge-
meincen nicht schncidet. Die letztere ist mit dem Fahrarm fest verbunden,
Dic Drehung der Integrirrolle ist proportional der Drehung der Scheibe,
der Entfernung des Beriihrpunktes der Rolle vom Mittelpunkt der Scheibe
und endlich praportional dem Cosinus des Winkels, welchen die Axe der
Rolle mit der Verbindungslinie des Beriihrpunktes derselben mit dem
Scheibenmittelpunkt cinschliesst.

Das Planimeter ist ein ,,Lincarplanimetert, insoferne die Scheibe auf
cinem kleinen Wagen, dessen Riider in den Nuthen eines Lineals laufen,
hin und her bewegt wird. Der Lauf dieses Wageus bestimmt eive
x-Coordinate, deren Liinge durch ocine Ubersctzung proportional als
Drehung der Scheibe iibertragen wird.

Das Planimeter ist nach gleichem Principe auch als Polarplanimeter
(zuerst 1882) coustruirt (Planimeter Nr. 8 des Amsler'schen Kataloges).

(Dyck.)
Polarplanimoter von Miller-Starke und
Linealplanimeter von Miller-Breithaupt, crfunden und ausgefiihrt 1855
bezw, 1861—62 von den Genannten. Ausgestellt vom Geodétischen Institut
der Bergakademei zu Leoben (Prof. Lorber).

I. Das Polar-Planimeter.

Dieses Planimeter wurde von dem unterzeichneten Prof. Miller-
Hauenfels wie dies direct aus der 2. bis 7. Auflage des Handbuches der
niederen Geodiisie von Prof. Friedr. Hartner zu entnehmen ist, selbst-
stiindig 1. J. 1855 erfunden.

In meinem urspriinglichen Entwurfe war dieses Planimeter eine Art
Kugel- oder Priicisionsplanimeter, wie es die vorstehende Skizze zeigt.

Es war a die beschwerte Polarscheibe, ab der innere, hf der dussere
oder Fahrarm mit dem Fahrstifte hei f. ¢ war ein ebener Ring mit 3
schriiggen Stahlpliittchen, welche auf einer freibeweglichen Hohlkugel
rubten, auf deren oberstem Punkte das Gleitréllchen d ruhte. Auf der-
selben Axe sass bei e die Ziihlrolle samt Zubehor. Die Hohlkugel ist,
soweit sie aus dem Ringe hervorschaut, schattirt, ihr vom Ringe ver-
deckter, grisster Horizontalumkreis aber punktirt angedeutot.  Selbst-
verstiindlich war das Gelenk bei b durch ein Rillchen unterstiitat.
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Ieh entwarf mir eine Theorie des Instrumentes, die mich selbst voll-
kommen von der Richtigkeit meiner Construction iiberzeugte, teilto aber
meine [dee dem befreundeten Professor Hartner mit, der in die 2. Auf-

Fig. 1.

lage seiner frither erwiihnten Geodiisie (Wien 1856) 8. 429 eine von
ihm bearbeitete Theorie aufnahm.  Spiiter  trat ohne mein  Zuthun
Gustav Starke in Wien an mich mit dem Antrage heran, das neue In-
strument in der mechanischen Werkstitte anfertigen zu lassen, welche
damals unter der Leitung seines Vaters stand und bei welcher er ange-
stellt war. Ich war natiirlich sehr erfrent hicriiber, weil sich dieses
Institut unter Mitwirkung des unvergesslichen Professors Stampfer zu
einem verdienten Rufe emporgearbeitet hatte,

G. Starke inderte jedoch die Lage der Gleitrolle dahin ab, dass sich
dieselbe unmittelbar auf der Zeichnungsfliche bewegte und nach diesem
Muster wurden von ihm im Laufe der Jahre Hunderte von Polarplani-
metern angefertigt.

Es findet sich auch in den spiiteren Auflagen des erwihnten Hartnor'-
schen Werkes, von der Theorie begleitet, die genaue Abbildung dieses
Instrumentes. Ebenso hat Oberbergrat F. Lorber in der Zeitschrift fir
Vermessungswesen 1884 S, 17, dann 1888 8. 175 uwnd 186, endlich in
der Zeitschrift des osterr. Ingenieur- und Architekten-Vereins 1884, S. 8
die Theorie und die Fehleruntersuchungen iiher die verschiedenen Dolar-
planimeter veriffentlicht.

Weder Prof. Hartner noch G. Starke war das auf ihnlichem Principe
beruhende Amsler'sche Planimeter zu jener Zeit bekannt, als ich  den-
selben das von mir construirte Dolarplanimeter mitteilte. Sicher hiitte
aber wenigstens der erstere als Geodiisie-Professor der hervorragendsten
technischen Hochsehule ciner grossen Monarchie darum wigsen miissen,
wenn Amsler's Idee schon bekannt gewesen wiire.

2. Das Lineal-Planimoter
wurde in den Jahren 1861 und 62 von Breithaupt in Cassel nach meiner
Angabe angefertigt und ist das ausgestellte Exemplar das einzige seciner
Art verblichen, Es besteht aus einem Lineale mit Fithrungsbahn und
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einem darauf rollenden Wigelchen, in dessen Mitte das eine Ende der

Fahrstange um eine verticale Axe drehbar befestigt ist. Letztere enthilt .

auch den Fahrstift und Zithlapparat derart, dass sich die Gleitrolle in der
verticalen Drehungsaxe befindet. Dieselbe konnte auch in der Verlinge-
rung oder sonst wo innerhalb der mathematischen Linie der Fahrstange
angebracht werden.

R R

A4 M il ?/- B

Fig. 2.

Es sei S8 das zu durchlaufende Curvenelement, dann werde die
Fahrstange a zuerst parallel zu sich selbst von MS nach M'S’ bewegt
und dann um M’ aus der Lage M'S’ nach M‘S”. Die Gleitrolle (vom
Radius R) hat sich dabei um einen Winkel d¢ gedreht

MM cosa
=5
weonn a den Neigungswinkel dor Rolle gegen die Gleitlinie A B bezeichnet.
Nun ist anderorseits, wic direct aws dor Figur abzulesen:
y = acosa
dx = MM' —acosada

und daher
ydx = a. MM cosa — a® cos*ada
= a.Rd¢y —a'cos?’ada
Integrirt man also iiber eine geschlosseno Contour, so kommt das
zweite Integral auf der rechten Seite in Fortfall und man hat direct
F =[ydx = aR.¢
(A. Miller R. v. Haucnfels.)

67 Einfaches Polarplanimeter (nach Amsler); ausgefiihrt und ausgestellt

von der mathematisch-mechanischen Werkstitte von G. Coradi, Zlirioh.

Im Specialkatalog von Coradi (1891) (welchen man hier und im fol-
genden auch beziiglich der Preise der (foradi’schen Instrumente vergleichen
wolle) mit Nr. 39 bezeichnet. Der Fahrstab A triigt eine Teilung in'/s mm,
Nonius und Index an der Hiilse. Das Instrument hat (wie alle folgenden
Polarplanimeter) eincn Kugelpol (K in obenstehender Figur). Control-
lineal ist beigegeben.
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68—75 Roll- und Polarplanimeter der Constructionen Hohmann-Coradi.
ausgefiithrt in der mathematisch-meohanischen Werkstiitte von 6. Coradi,
Ziirich.

68, 69 Zwel Priicisionspolarplanimeter, Construction 1880—81, von J. Hohmann
in 8peyer (jetzt Regierungs- und Kreis-Baurat in Regensburg) und @. Coradi
in Ziirich. Erstes Instrument, nach dem Patent von 1880 ausgefiihrt,
Figentum des k. Strassen- und Filussbauamtes Bayreuth, ausgestellt
durch Reg.-Rat Hohmann; Zwesite Construction (Fig. 1), ausgestellt vom
Geodiitischen Institut der technischen Hoohschule Miinchen.

Die beiden Planimeter repriisentiren den Typus der beiden dltesten Con-
structionen von Hohmann und Coradi. Erste Ausfilhrung Patentschrift
Nr. 12377 (vom 15. Juli 1880) ; Zweite Ausfiihrung dargestellt in der Zeit-
schrift fiir Vermessungswesen (Bd. 9 1881):

Fig. 1.

Die Integrirrolle M wiilzt und gleitet auf einer Scheibo 8. Die Axe
der Integrirrolle schoeidet immer die Axe der Scheibe. Die Drehung der
Integrirrolle ist proportional der Drehung der Scheibe und dem Abstand
der Integrirrolle von der Axe der Scheibe (Gonella’scher Integrations-
mechanismus). Die Drehung der Scheibe S wird vermittelt durch das mit

13
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ihr fest verbundene Laufrad L, welches auf der Zeichenebene um den
Pol des Apparates, ohne zu gleiten, liuft. Die Drehung misst also einen
Weg um den Pol des Apparates, Die Integrirrolle ist in cinem Schlitten
verschiecbbar, und wird gegen die seukrecht (erste Ausfithrung) oder schief
(zweite Ausfithrung) stehende Scheibe gedriickt.

Diese beiden ersten Constructionen sind nur als Polarplanimeter aus-
gefiihrt, nicht als Rollplanimeter. In der von Hohmann (a. a. O. Zeit-
schrift fir Vermessungswesen Bd. 9) gegebenen Ableitung der Wirkungs-
weise des Instrumentes tritt aber die Bemerkung auf, an Stelle des Poles
eine zweite, mit der ersten umfanggleiche Scheibe zu  setzen, wodurch
der Apparat sich in ein Rollplanimeter verwandelt.

(Dyck, Finsterwalder.)
Linearrollplanimetcer. (Fig. 2.)
Einfaches Priicisionspolarplanimeter. (Fig. 3.)
Frelschwebendes Priicisionspolarplanimeter. (Fig. 4) Constraction
Hohmann-Coradf, 188284, .
Nr. 70 und Nr. 72 ausgestellt vom geoddtischen Institut der tech-
nischen Hochschule Miinchen, Nr. 71 ausgestellt von G. Coradi, Ziirich.

Die vorstehenden Planimetor repriisentiven das ziceite Constructions-
princip der Planimeter Hohmann-Coradi. Vergl, | Die Priicisionsplani-
meter von Hohmann (1882, Erlangen); ,,Abhandlungen iiber das Priicisions-
planimeter und das freischwebende Priicisionsplanimeter und dessen Modi-
ficationen** sowie iiber das Linearvoliplanimeter (1884, Erlangen); endlich
Aufsitze von Prof. Lorber, K. H. Reitz u. a.

Die Integrirrolle wiilzt und gleitet auf ciner Scheibe.  Die Axe der
Integrirrolle schneidet im Allgemeinen die Axe der Scheibe nicht, dagegen
ist die Integrirrolle starr mit dem Fahrarm verbunden. bie Scheibe liegt
horizontal.  Die Drehung der Integrirrolle ist proportional der Drehung
der Scheibe, der Entfernung des Beriihrpanktes der Rolle vom Mittelpunkt
der Scheibe, eudlich proportional dem Cosinus des Winkels, welchen die
Axe der Rolle mit der Verbindungslinie des Beriihrpunktes derselben mit
dem Scheibenmittelpunkt einschliesst.

Beim  Linearroliplanimeter iibervtragen die beiden conischen Rider R,
und Ry (Fig, 2) die Drehung der Laufrollen Ry, Ry auf die Scheibe A,
Die Drehung der Scheibe A misst also einen Weg in Richtung ciner X Axe,
Bei den beiden Polarplanimetern wird die Drehung der Scheibe 8 (in
Fig. 8 und Fig. 4) nicht mehr wie bei der friitheren Construction (Fig, 1)
direct durch ein auf der Zeichenebeue laufendes Rad (L) iibertragen,
sondern ein (nur in Fig. 4 sichtbares) Rad E mit geriffeltem Rande,
welches um den Rand eciner Polplatte P liuft, vermittelt die Drehung
der Schoibe, welche also chenso wie frither einen Weg um den Pol des
Apparates misst. Die Unteischicde der beiden Polarplanimeter Nr. 3
und 4 sind nicht principicller Art.

(Dyck, Finsterwalder.)
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E

Fig. 2.

73 Grosses Kngelrollplanimetor (Fig. 5).
74  Einfaches Kugelpolarplanimeter (Fig, 6).
75  Freischwebendes Kugelpolarplanimeter (Fig. 7). Construction Hoh-
mann-Coradi 1888,
Dic Instrumente Nr. 73 und Nr. 75 ausgestellt von G. Coradl, Ziirich,
13¢
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Instrument Nr. 74 ausgestellt vom geodiitischen Institut der technischen
Hochschule Miinchen.

Diese drei Instrumento repriisentiren das drstte Princip der Hohmann-
Coradi’schen Constructionen. Man vergl. bez. desselben ecinen Aufsatz

Fig. ¢. - -

Fig. 6.

-I'Tig. 1.
von Prof. Lorber (Zeitschrift fir Vermessungswesen Bd. XVII, 1888),
sowie einen von Seiten des ,Journal des géométres* herausgegebenen
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Aufsatz von V. Lefrangois (Grenoble 1890), welcher auch die Theorie
der iibrigen Constructionen Coradi’s umfasst,

Die Scheibe ist durch eine um cine horizontale Axe drehbare Kugel-
Schale K ersetzt. An die Stelle der Integrirrolle tritt eine cylindrische
Integrirwalze, welche gegen dic Kugelschale godriickt wird. Kugelaxe
und Walzonaxe schneidon sich.®) Die Drechung der Walze ist pro-
portional der Drehung dor Kugel und der Entfornung der Beriihrpunkte
von Walze und Kugel von der Drehaxe der letzteren.

Beim Kugelrollplanimeter erfolgt dic Drehung der Kugelschale K
durch directe Ubertragung der Drehung der Rollon R’ R’ auf die Axe
der Kugel. Beim cinfachen Kugelpolarplansmeter liuft der Rand der
Kugelschale direct auf dem Zeichenpapier, wihrend beim freischwebenden
Kugelpolarplanimeter die Drehung der Kugel vermittelt wird durch die
mit feinor Verzahnung versehene Axe a, welche in eine ebensolche
Verzahnung auf dem Rande ciner Polplatte P eingreift.

(Dyck, Finsterwalder.)

Planimeter, nach Amsler, construirt und ausgestellt vom math. meoh.
Institut von A. Ott, Kempten.
Beziiglich der weitoren Beschreibung sowie der Preise der von A. Ott
gefertigton Instrumente sei auf den Specialkatalog verwiesen.

Zwel Planimeter nach Amsler, construirt und ausgestellt vom math.-
mech. Institut von Dennert & Pape, Altona.
Beziiglich Beschreibung und Preis vergl. Specialkatalog.

G. Weitere Instrumente zur mechanischen
Integration.

Zwel Integraphen. System Abdank-Abakanowicz. Construction Coradi.
Grosseres Modoll ausgestollt von Professor Lorber, Bergakademie Leoben,
kloinercs Modell aus der kinematischen Sammliung der technischen Hoch-
sohule Miinchen.

Wihrend die Planimeter durch Umfahren einer geschlossenen ebenen
Figur mit einem Fahrstift den Flacheninhalt (oder andere auf die Fliche
beziigliche Integrale) in einer an der Integrirrolle ablesbaren Zahl er-
geben, zeichnet der Integraph wihrend des Durchlaufens einer Curve
y = f(x) direct die Integralcurve z = J‘f(x) dx, gibt also nicht nur
das Endresultat oiner auf ein geschlossenes Gebiet ausgedehnten Flichen-
bestimmung, sondern den ganzen Verlauf des Integralwertes als Function

*) Die bei der Ausfihrung auftretende Abweichung ist ohne Belang,
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der oberen Grenze.  Die Grisse der z-Werte kann ausserdem noch an
einem Masstabe abgelesen werden,

Der Grundgedanke, auf welchem: die vorlivgeuden Integraphen basiren,
ist in der im Teil 1 enthaltenen Abhaundlung von Dr. Amsler kurz be-
aeichnet.  Boziiglich der mannigfachen interessanten Versuche und Um-
formungon, welche der Apparat von den ersten Kormen bis zu seiner
Jetzigen einfachen Gestalt erfabren hat, vergleiche man das Buch von
Abdank-Abakanowicz ,,Les Integraphes; la courbe integrale ct ses appli-
cations” Parix, Gauthier Villars 1889; in deutscher Uhersotzumg (mit Zu-
sétzen verschen) von E. Bitterli, Leipzig, bei Teubner 1889,

T T T

[

Fig. 1.

Das Instrument bestcht im Wesentlichen aus zwei Teilen: Dem
Wagen W, der auf vier (hez. beim kleineren Instrument auf drei) Lauf-
rollen sich auf der Zeichenchene — in Richtung einer (in der Figur
verticalon) Axe x — bewegt. Senkrecht dazu liuft auf dem Rahmen
des Wagens cin zweiter kleiner Wagen Wy, welcher den  Fahrstift F
triiggt. Beim Durchlaufen der Curve mit dem Fahrstift erscheint diese
somit auf ein Coordinaten-System x, y bhezogen,

Der zweite Teil des Instrumentes dient dazu, cin Rad R, welches die
Integralcurve z = J' f (x) dx zu beschroiben hat, mit sciner Ebene stets
der Richtung i(ll; = f(x) parallel zu stellen: Um cinen festen Punkt A
des Wagens W ist ein Lincal I, drehbar und lings eines in demselben
hefindlichen Schlitzes verschiehbbar,  Das Lincal Liuft ferner (mit seinem
Schlitze) bestiindig durch cinen festen Punkt B des Wagens W, Da-
durch wird erreicht, dass die Tangente des Neigungswinkels des Lineales L

gegen die Richtung der x-Axe stets proportional ist der Grisse (K = f(x)
uxX

d. i, der y-Ondinate der zw integrivenden Curve, Dureh ein Pavallelo-
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gramm P wird endlich dic Stellung des Lincals L auf dic Rolle R iiber-
tragen.  Diese letatere lauft also beim Durchlaufen der Curve y = f(x)

mit dem Fahrstift in jedem Momente in der Richtung der Tangente an
die Integralcurve. Das Rad (bez. ein damit verbundener, seitlich gestellter
Zeichenstift) beschreibt also die Curve z = J‘ f(x)dx. Das Rad R fiihrt
bei sciner Bewegung einen cbenfalls auf dem Rahmen des Wagens Wy
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laufenden kleinen Wagen (in der schematischen Figur weggelassen) mit
Nonius mit sich, der die Grisse der z-Onrdinate an jeder Stelle aaf einem
auf dem Rahnwn angebrachten Masstab ablesen Tisst,

Beziiglich niiherer Beschreibung sei auf das oben erwithnte Buch des
Erfinders verwiesen.

Die beigegebenen  Figuren 2 und 8 zeigen die  gogenwiirtis  von
Coradi ausgefiibhrten beiden Modelle der Iutegraphen.

(Dyck.)

79  Tafel mit , Integraicurvens, eine Reihe von algebraischen Singularitiiten
darstellend, mit dem Integraphen von Abdank-Abakanowiez-Corndi
gezeichnet im Math. Institut der techn. Hochschule Miinchen.

Es ist nicht unintercssant hei der Anwendung der Abdank- Abakanowicz-
schen Integraphen das successive Entstchen der Integraleurven zu ver-
folgen und insbesondere das Entstehen singuléiver Punkto derselben,

Auf der Tafel sind dic Integrationen der folgenden Haupttypen von
Curven in der Umgebung des Nullpunktes ausgefiihrt:

Grundcurve: Integraleurve :
L y==x y:i_;x’

y=x?* y= ?1{ x?

y=x3us w y_ix.

Beachtet man, dass jeder Schnitt der Grundcurve mit der Abscissen-
axe cinom Maximum bezw. Minimum der Integralcurve entspricht, jedes
Maximum bez. Minimum der Grundcurve einen Wendepunkt der Integral-
curve hervorruft, so kann man (wic dies die jedesmal neben don obigen
Typen gezeichneten chrgangsfommu zeigen) das Fntstehen der rechts
stehenden Integralcurven nach der Zahl der ihnen entsprechendon (reellen)
‘Wendepunkte und Doppeltangenten anschaulich verfolgeu.

Noch interessanter ist es, das Spiel des Apparates zu beobachter fiir
die folgendon Typen:

Grundcurve: Integralcurve :
3 2 %
II. Yy=X Y= 3 X
1 4
— x 8 3 3
y_‘\ y::_lx
1 5
y=x* y= ‘.; x
—xPusw 5 &
e Y=%

Jedem Aste dor Grundcurve mit verticaler Tangente entspricht ein
Zweig mit Spitze in der Integralcurve. Lost man nun die vorstehend
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verzeichneten Typen durch Deformation der Grundcurve (jedesmal wieder
neben dem Haupttypus gezeichnet) in dor Art auf, dass der Wendepunkt
mit verticaler Tangente sich abiindert in eine Curve mit zwei einfachen ver-
ticalen Tangenten; die Curve mit vierpunktigen verticalen Tangenten in eine
solche, welche drei cinfache verticale Tangenten besitzt, so ergeben sich
bei der mechanischen Integration die bekannten Auflésungen der ohigen
singuliiren Stellen in Aste mit zwei, mit drei, mit vier u. s. w. Spitzen.
(Dyck.)

80—84 Fiinf Instrumente zur mechanischen Ausfilhrung verschiedener

28R

pinziLRcoa

Integrationen, orfunden und ausgefiihet von ), Amsler-Laffon & Sohn,
Schafthausen,  Und zwar:

Integrator (Momentenplanimeter).
Stereographometer.

Integrirender Papierdickenmesser.
Integrirender Wiirmeausdehnungsmesser.
Priicisionsgefiillinessapparat.

Integrator (Momentenplanimeter).

Instrument zur Bestimmung des  Flicheninhalts ciner Figur, sowie des
statischen Moments und des Trdgheitsmoments in Bezug auf irgend eine
Momentenaxe.

Das Instrument bestebt im Wesentlichen aus einem Wagen, dessen
Rider in der geradlinigen Nuth eines Lincals laufen. Der Wagen tragt
drei Zahnriider, deren Durchmesser und  Zihnezahlen so gowiihlt sind,
dass, wenn das mittlere Zahnrad um ecinen Winkel o gedreht wird. das
iussere Zahorad sich um 2 e und das innere Zahnrad um 8 @ dreht. Die
beiden kleinen Zabnrider tragen die auf der Zeichnungschene sanft auf-
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liegenden Messrollen M und I Am mittleren Zahurad ist cin Arm an-
gebracht, welcher ebenfalls eine auf der Zeichnungsfliche laufende Mess-
rolle A triigt.

Um eive Figur zu messen, legt man das Lineal so auf die Zeichnungs-
fliche, dass, wenn die Querstiicke der beiden Hilfsarme in der Nuth des
Lincals licgen, ihre Spitzen auf dic Momentenaxe x x fallen.

Nun setzt man den Fahrstift des Instruments auf cinen Punkt der zu
messenden Figur, liest den Stand der Rollen A, M, I ab, deren Ables-
ungen resp. 8, My, iy scin mogen, umfihrt die Figur mit dem Fabrstift
und liest die Rollen wieder ab.

Sind die Endablesungen ag, my, iy, so ist daon

Fliicheninhalt A = 0,1 (a, — a,) ¢m?®
Statisches Moment M = 0,6 (m; — m,) ¢m.cm?
Trigheitsmoment I =10 (a; — a,) —4 (i, —iy) em*. cm®
Theorie:

Bekamntlich gelten fir die vorher mit A, M, 1 bezeichneten Grissen

die Formeln )

A= fyus
M= f ytix
L= fysds

worin X und y die Ordinaten der cine Flache begrevzenden geschlossenen
Curve bedcuten.

Bezugnehmend  auf vorstehende Figur hann man  die Ordinate v
ausdriicken durch die constante Liinge ¢ uod den variablen Winkel a,
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Es ist )
y=csina.
Substituirt man diesen Ausdruck fiir y in obigen Integralem, so be-
kommt man

A=cjsinadx
M=—;—'Isin'adx

cdp .
I= g f sin %« dx
Bekanntlich ist nun

sﬁl’a=-—8in(%—2a) 1

]
sin ,a___3sina __sin3a
- 4 4
Diese Werte in obige Integrale eingesetzt, gibt
A=c¢c j sin a dx

ctp. (T c*
M=— g fin (2——2a)dx+§fdx
c®p . c®p .
I=Tfsmadx—-ﬁ_fsm3adx
Da die Curve, auf welcho sich die Integrale beziehen, geschlossen ist,
8o sind in dem Integral J. dx ebenso viele negative als positive Elemente

dx enthalten und es ist daher .f dx =o.

Die Construction des Integrators ist nun derart, dass die Axen der
mit A, M, I bezeichneten Rollen mit der Momentenaxe x x die resp.
‘Winkel bilden

a, (%—2u), 3a

wenn der Armc, welcher den Fahrstift triigt, mit der Linie xx den
Winkel « bildet.

‘Wenn der Fahrstift F auf der Linie x x liegt, so sind die Axen der
Rollen A und I parallel zu x x und die Axe der Rolle M ist senkrecht zu x x.

Man denke sich nun an Stelle der wirklichen Curve s ein Polygon
aus unendlich kleinen geradlinigen Stiicken, welche teils parallel, teils
senkrecht zu x x sich unendlich nahe an die Curve s anschmiegen.

Ein solches Polygon hat bis auf unendlich Kleines denselben Inhalt
und dieselben Momente wie die von s eingeschlossene Fliche. Bewegt
man den Fahrstift auf dem unendlich kurzen zu x x parallelen Stiick
P, P, =dx, so drehon sich die drei Rollen A, M, I um Betrige, die
gleich sind resp.

k,sina dx, k,sin % —2 a) dx, kgsin 3adx
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wobei ki, k,, ky Constanten bedeuten, weclche von der Liinge ¢ und den
Rollendurchmessern abhdngen. Bewegt man den Fahrstift von P; nach
P,, so fiihren die Rollen Drehuungen aus, welche nicht in Betracht fallen,
da sie wieder aufgechoben werden, wenn der Fahrstift im weiteren Ver-
lauf sich von Pg nach P; bewegt und also der Mechanismus genau dic-
selbe Bewegung im umgekehrten Sinn ausfiibrt, wie beim Durchlaufen
des Stiickes Py, P,.

Dieselbe Betrachtung liesse sich fiir jedes Element des Polygons
durchfithren. Es werden mithin die Drehungen der 8 Rollen, welche
friiher mit a; — ag, my — m,, i; — i, bezeichnet wurden, gleich sein

a,—ao=k1!sin adx

m,—m0=k3_fsin(;——2a)dx

i,-—i0=k3_"sin3udx

und folglich
A= g (al - a.,)
M=— “4‘01; (g —mo)
I= 40:.-1 (‘*‘“"")—%k,(i“""*))
(A. Amsler.)
Stereographometer.

Instrament zur Bestimmung des wirklichen Flicheninhalts einer sphiirischen
Figur aus ihrer stereographischen Projection.

Das Instrument besteht im Wesentlichen aus den drei Stangen a, b
und p, den zwei incinandergreifenden Zahnriidern z, und z,, und der vom
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Zahnrad z; getragenen Messrolle R, welche mit sanfter Reibung auf der
Zeichnungsfliiche aufliegt. Die Stange p triigt cinerseits an einem Triiger
die beiden Zahnrider z; und z,, von denen z, doppelt so vicle Zihne
hat als z;. Am andern Ende triigt dic Stange p Fithrungsrollen, welche
dic Stange a rechtwinkelig zu p fiihren. Bei I® ist cine mit dem Triiger der
Fiihrungsrollen starr verbundene Nadelspitze angebracht, welehe in die
Zeichnungsfliicche gedriickt wird., UTm die Nadelspitze als Pol dreht sich das
ganze Instrument.  Die Stange b ist an cinem Ende am Zabnrad =z,
befestigt und dreht sich mit diesem um die Axe Co.  Auf der andern Scite
gleitet dic Stange b in einer Hiilse 8, welche drehbar mit der Stange
a verbunden ist. Letztere ist bei F mit einem Fahrstift versehen,
mit welchem man die zu mossende Figur umfihrt.  Andert man
durch Drehen der Stange b den Winkel &, so éindert sich die Richtung
der Rollenaxe um das Doppelte. Die Rolle ist so mit dom Zahnrad z,
verbunden, dass der Winkel zwischen der Rollenaxe und der Linie C, P
stets gleich ist 29.

Setzt man die Nadelspitze P auf den Fusspunkt des Perpendikels,
welehes man vom Projectionsmittelpunkt aus aaf die Zeichnungsebene
filllen kann and umfihrt die Zeichnung mit dem Fahrstift F, so gibt die
Umdrehung der Rolle R mit einer Constanten multiplicirt, den Flichen-
inhalt der sphiivischen Figar, deren Projection man umfahren hat.

Theorie:
Man denke sich eine um M als Mittelpunkt  beschricbene  Kugel,
welche die Zeichnungsebene im Punkt P oberiihrt.
¢y P osei der Kugeldurchmesser, weleher senkrecht auf der Zeichnungs-
chene steht,

Irgend ein Punkt F der Figur s in der Zeichnungsebene ist dann das
stercographische Bild des Punktes F' auf der Kugeloberfliche.

Bezeichnet man mit p den Winkel PM B und mit o den Winkel,
welchen die Ebene P (! ¥ mit einer festen, durch P (4 gehenden Ebene
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cinschlicsst, so ist bekanntlich der Flicheninhalt einer Figur s auf der
Kugel gleich

2
Al == 2 _'.«os rde

worin die Integration iiber den ganzen Umfang der Figur zu erstrecken ist
Beachtet man, dass p = 2 ¥, so erhiilt man auch

2
Al = 2 _"(-032 & dy.

Ist ¥, ein auf der Curve licgender zu F benachbarter Punkt, so ist
offcubar Winkel F P Fy = dg. Nun denke man sich das Dreieck P ¢ F
in dio Zeichnungscbene heruntergeklappt und die Eckpunkte desselben
mit den gleichbezeichneten Punkten P Cf ¥ des Instruments identificirt.
Bewegt man den Punkt F oauf der gezeichneten Curve s in cine benach-
barte Lage Fy, so ist wieder QL F P F; = d3.

Sehen wir nun zu, wie gross die Abwicklung der Rolle R wird, wenn
sich F nach F{ bewegt. Statt den Fahrstitt I* divect nach F{ zu fiihren,
bewege ich densclben zuerst auf cinem Kreishogen FF,, dessen Winkel-
offuung do ist und dann erst von F, nach Fy. Denkt man sich die ganze
Curve s in derselben Art durchwandert, so beschreibt der Fahrestift cine
Curve, deren Inhalt von demjenigen der Curve s nur unendlich wenig
verschicden ist. Dasselbe wird der Fall sein mit dem correspondirenden
Punkt ¥’ auf der Kugel.

Bewegt sich F nach Fy, so dreht sich das ganze Instrument um den
Punkt I’; die relative Stellung der verschicdenen Teile des Instruments
bleibt dabei unverindert.  Wird die Entfernung des  Berithrungspunktes
der Rolic R vom Pol P mit 1 bezeichnet, so bewegt sich R auf dem
Kreisbogen 1de, wenn sich F nach Fy bewegt.  Dabei dreht sich die
Rolle um den Betrag 1 sine de, wenn Winkel I R Uy = «.

Bewegt sich F von Fy nach Fy, so findet keine Drehung um den Pol
P statt; nur die Stange b drebt sich um  den Winkel & um  den
Punkt C,; dies hat eine Drehung 2 d% des Zahnrades z, zur Folge
und die Rolle dreht sich daher um den Betrag R ¢, 2 d%. Dabei ist zu
beachten, dass R C; eine Constante ist.

Wenn sich der Fahrstift von F nach F; bewegt, so ist mithin die
Drehung der Rolle gleich

du=lsinadp 4+ R, 243

und hat der Fahrstift die ganze Curve durchlaufen, so wird die resul-
tirende Rollendrehung

u= flsinadg +2RC fud.
VWie aus der Figur ersichtlich, ist
Isinw =R 4 D) cos 28
oder da Py = ist,
Isin « == R C; 4 p cos 28, mithin
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u=RC,Id<p+ p!cos?&dcp—}-?RC,Id&

Liegt der Pol ausserhalb der Curve s so ist ‘rdcp = o, liegt er inner-
halb der Curve, so wird ‘rd:p =2x. Da die Stange b am Ende der
Bewegung wieder dic Anfangslage annimmt, so ist offenbar unter allen
Umstiinden J'(m:o und folglich

u= pj‘cos?&dq;, wenn P oausserhalb der Carve s liegt und
=2zR{, +p ‘r cos 2 $dp, wenn P innerhalb der Curve s liegt.
Vergleicht man dicse hier gefundenen Ausdriicke mit der fir den
Fliicheninhalt A’ der sphirischen Figur aufgestellten Formel, so erhilt man

A —_—% u oder A'= Z u ———1152R~ G
jo nachdem der Pol P ausserhalb oder innerhalb dor Curve s liegt. Die
Al
Grissen ~2- und pE%L‘» sind Constante des Instruments.

(A. Amsler.)
Integrirender Papierdickenmesser.

Dieses Instrument dicut zur Bestimmung der mittleren Dicke eines Papier-

oder diinzen Blechstreifens.

.

L

Wird ein Papiorstreifen von bestimmter Liinge iiber eine Cylinder-
fliche gelegt, so hat der Papierstreifen, auf der convexen Seite gemessen,
eine grossere Lingo, als auf der concaven Seite. Der Liingenunterschied
hiingt. ab von der Kriimmung der Cylinderfliche und von der Dicke des
Papiers. Diese Thatsache wird in dem Instrument verwertet znm Messen
der Papierdicke. Der zu messende Papierstreifen, dessen Liinge man
iibrigens nicht zu kennen braucht, wird zwischen zwei gegeneinander
licgenden Rollen durchgezogen und zwar so. dass sich der Streifen cin
Stiick weit aunf eine der beiden Rollen auflegt. Diese Rolle misst dann
die Liinge der concaven Scite des Streifens, die andere Rolle dagegen
misst dic convexe Seite, Sind die Rollendurchmesser bhekannt, so be-
stimmt sich die Papierdicke aus dem Verhiiltnis der Rollenumdrehungen,
Es sei ry der Radius der Messrolle Ry, 1, der Radius der Rolle Ry, d
dic unbekannte Dicke des zn messenden Papiers, ¢ die Drchung der
Rolle R; und ¢, dic correspondirende Drchung der Rolle R,. Daun hat
man die Gleichung

(i t+d=gr,
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woraus sich ergibt
Qo PR BT
P1
Wie aus dieser Formel ersichtlich ist, kommt es zwar auf die Linge
des Papierstreifens nicht an; derselbe soll jedoch so lang sein, dass ¢, und
@, merklich verschieden werden,
Der ausgestellte Apparat ist ein Versuchsapparat und soll nur das

Princip veranschaulichen.
(A. Amsler.)

83 Integrirender Wiirmeausdehnungsmesser.

Dicses Instrument dient zur Bestimmung der relativen Ausdehnungscoiffi-
cienten von Metallen, von denen man nur ganz kleine Stiicke zur Ver-
figung hat.

mjisdll

Dreht man cine runde Scheibe, auf deren Rand cine zweite drehbare
Scheibe mit schwacher Reibung aufliegt, so wird die zweite Scheibe von
der crsten auch in Drehung versetzt und zwar verhalten sich die Dreb-
ungen der beiden Scheiben umgekehrt wie ihre Umfinge. Sind die beiden
Scheiben aus demselben Material gemacht und haben sic unter sich gleiche
Temperatur, so wird sich das Verhiiltnis der Umfénge der beiden Scheiben
nicht fndern, wenn man die Temperatur idindert, das Verhiiltnis der Dreh-
ungen wird daher nach wie vor dasselbe bleiben.

Bestchen dagegen die beiden Scheiben aus verschiedenen Materialien,
deren Ausdehnungscoifficienten verschieden sind, so findert sich bei einer
Temperatariinderung auch das Verhiilltnis der Umfiinge und es wird sich
in Folge dessen auch das Verhiiltnis der Drehungen #indern.  Diese
Anderung des Verhiiltnisses der Drehungen bei verschicdenen Temperaturen
gibt nun cin Mass zur relativen Bestimmung des Ausdebnungscoifficienten
der beiden Scheiben.  Zu bemerken ist, dass es gar nicht nijtig ist, dass
die beiden Scheiben genau rund sind.

Das Princip des Apparats kann auch angewendet werden, um Tempe-
raturen zu messen; ferner liesse es sich zweckmiissig anwenden  zur
genauen  Registritung  der Durchschnittstemperaturen  withrend  lingerer
Zeit. Man wiirde zu dicsem Zweck die Scheibe S, des Apparats von

14




210

1. Abteilung.

der Minutenaxe einer gewdhnlichen Uhr antreiben, die andere S, aus
einem andern Material, dessen Ausdehnungscoéfficient von demjenigen der
Scheibe 8, stark verschieden ist, auf der Scheibe S, laufen lassen.

Der ausgestellte Apparat soll nur das Princip veranschaulichen. Ein
fiir genaue Messungen tauglichor Apparat miissto sorgfiltig in einem
Wiirmekasten cingeschlossen sein, dessen Temperatur man nach Belieben
reguliren kénute.

Um den Apparat als genaues Thermometer zu gebrauchen, miisste
man dio rclativen Tourenzahlen der beiden Scheiben bei zwei genau her-
stellbaren Temperaturen (z. B. beim Gefrierpunkt und beim Siedepunkt
des Wassers) bestimmen und so die Constanten des Apparats feststellen.

A. Amsler.)

84 Prilcisionsgefillimessapparat.

Dicses Instrument dient zur genauen Ermittlung der Niveaudifferenzen
an verschiedenen, nahe bei cinanderliegenden Stellen eines fliessenden Ge-
wiissers,  gleichgiltig, ob dessen Oberfliche ruhig oder wellig sei.  Die
Beobachtungsstellen wiithlt man beim praktischen Gebrauch 10 bis 50 Meter
von einander entfernt. Das Instrument kann daher unter anderem auch
zweckmiissig zum Studium der Variationen des Wasserstandes im Quer-
profil cines Flusses und iiberhaupt in Fillen verwendet werden, wo sich
directes Nivellement dor Kleinheit der zu messenden Hohenunterschiede
wegen oder wegen Wellenbewegung nicht ausfiihren lisst.

Der Apparat basirt auf dem Princip der communicirenden Réhren.
An den beiden 8tellen, deren Niveaux verglichen werden sollen, werden
dic Eunden von zwei Rohren bis auf den Grund des Gewidssers ver-
senkt, dic Mindung nach abwiirts gerichtet. Am Ufer werden die
beiden Rohren unten an zwei verticale, oben communicirende Glas-
rohren angeschlossen. Nun wird die Luft so lange aus dem Rohren-
system ausgepumpt, bis in den Glasrohren Wassersiulen sichtbar werden,
Die Iiohenditferenz dicser beiden Wassersiiulen ist dann gleich' der
Niveaudifferenz der beiden boobachteton Stellen des Gewdssers,

(A. Amsler.)

Smith’s Integrator speciell zur Auswertung der Arbeit in Verbind-
ung mit Dynamometern oder Ergometern bestimmt, Construirt von
Prof. F. ). Smith, Trinity College Oxford.

Dies Iustrument besteht wesentlich aus drei Teilen, einem horizon-
talen Cylinder C, einer Halbkugel H und eciner der Axe des Cylinders
parallolen Stange S. Der Cylinder wird von einer Axe getragen, die sich
mit ihm dreht, whhrend der Cylinder selbst sich frei auf der Axe hin
und hor bewegen kann. Die Halbkugel kann sich um einen verticalen
Durchmesser und ebenfalls um ihre horizontal liegende Symmetrieaxe
drehen.
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Die Stange, welche sich nur in ihrer eigenen Richtung hin und her
bewegen kann, triigt rechtwinklig zu ihrer Lingsrichtung einen Arm mit

&

einem Schlitz, in dem ein fest mit der Symmetrieaxe der Halbkugel ver-
bundener Stift E gleiten kann. Wird die Stange um eine Linge v vor-

wiirts geschoben, so dreht sich die Halbkugel um die verticale Axe um
cinen Winkel ¢, so dass a sing =y, wo a dio Entfernung des Stiftes vom
Centrum deor Ifalbkugel ist. Zugleich wird der Cylinder auf seiner Axe
verschoben.  Wird nun die Halbkugel um die Symmetrieaxe um den
Winkel dy gedrebt, so dvoht sich der Cylinder um einen Winkel d8 so

14*
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dass cd8@=Rdy wo R =r sing =% y, T der Radius der Halbkugel,

¢ der Radius des Cylinders ist. Wir erhalten also d 8 = a—:;y dy.

Die Drehung der Halbkugel wird durch eine Schnur bewirkt, welche
um eine am Rande der Halbkugel eingeschnittene Rinne liuft. Der
Winkel d¢ ist daher proportional der Strecke dx, um welche die Schnur
sich bewegt hat. So folgt:

d® = Aydx und

fydx = B6

wo A und B von den Dimensionen des Instrumentes abhfingende Con-
stanten bedeuten.

8 wird durch ein Zihlwerk an der Cylinderaxe gemessen.

Die besondere Art, in welcher x und y dem Integrator zugefiihrt
werden, ist dadurch bedingt, dass das lnstrument bestimmt ist in Ver-
bindung mit einem Erg-messer benutzt zu werden, und zwar ist dano
y die Kraft, x der unter der Wirkung der Kraft zuriickgelegte Weg.

(F. J. Smith.)

86 Harmonic Analyser von Lord Kelvin (C. William Thomson), Universitit

87

Cambridge.

Beziiglich dor Beschreibung des Apparates sei auf den im ersten Teil
befindlichen Bericht von Henrici iiber Harmonische Analysatoren, sowie
auf die im ersten Teil der ,,Natural-Philosophy‘ von Thomson (2. Auf-
lage, Cambridge 1879) enthaltenen Aufsiitze iiber ,,Continuirliche Rechen-
maschinen* (abgedruckt aus den Proceedings der Royal Society) verwiesen.
Diese Aufsitze umfassen die folgenden Beschreibungen:

1. Flutrechnungs-Maschine.

2. Maschine zur Aufldsung eines Systems linearer Gleichungen.

8. Eine Integrirmaschine mit neuem kinematischen Princip: ,,Scheiben-,
Kugel- und Cylinder-Integratort‘,

4. Instrament zur Berechnung des Integrals aus einem Product

zweier gegebener Functionen.

6. Mechanische Integration linearer Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit variablen Coéfficienten.

Mechanische Integration dor allgemeinen lincaren Differential-

gleichung von beliebiger Ordnung mit variablen Coifficienten.

7. Harmonischer Analysator zur Berechnung der Flutconstituenten;
zweite, dritte Flutconstituenten.

o

Tide-Predictor (Flutberechnungsmasehine), von Lord Kelvin (W. Thomson),
Universitit Cambridge; Photographische Abbildung, ausgestellt vom South
Kensington Museum.
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Man vergleiche hierzu ebenfalls don im 1. Teil eonthaltenen Aufsatz
von Henrici, sowie die genannten Aufsitze in Thomson's Natural Philosophy
und den Bericht von H. Scott und R. H. Curtis in den Proceedings of
the Royal Society.

88 James Thomson’s ,,Ball and Disc Mouvement Photographische Ab-
bildung des Scheiben-Kugel- und Cylinder-Integrators von James Thomson
Ausgestellt vom South Kensington Museum London.

Man vergl. hiezu die Ausfiihrung in den Aufsitzen von Amsler und
Henrici in Teil I dieses Kataloges.

89 Instrument zur Aufzeichnung harmonischer Curven von Lieut.
General R. Strachey, London.
Vergl. den mehrfach genannten Aufsatz von Henrici in Teil I des
Kataloges.

90 Harmonischer Analysator, von Prof. 0. Henrici, city and guilds of London
Institute.
Man vergleiche hiezu den Aufsatz von Henrici iiber Harmonische
Analysatoren im I Teil dieses Kataloges, sowie die nachstehende Figur,
die noch kurz im folgenden erliutert sei:

w -

L 14

Ein Wagen W liuft mit zwei Riidern auf der Schiene SS, ein Lauf-
rad L dient als dritte Unterstiitzung. Der Wagen trigt die Axe & mit
den Registrirrollen R, und R,, welche auf der Platte P rollen, und den
Fahrstift F, welcher immer die obere Erzeugende des Cylinders bestreicht.
Die Axe der Scheibe H ist mit der Axe ¢ durch die Stangen A, A ver-
bunden, welche durch ein Charnier um B frei beweglich sind. Die Dreh-
ung des Cylinders C wird durch das vertical stehende (auf der Axe ent-
sprechend verschichbare) Rad VV auf die Scheibe H iibortragen. Durch
die endlosen Stahlbdnder wird dann weiter die Drehung der Scheibo H
auf s ibertragen, Im Modell liegt die Schiene S unter der Platte P.

(0. Henrici.)
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Harmonischer Analysator, construirt von den Herren A. Sommerfeld
und E. Wiechert, verfertigt in der mathematischen Abteilung des physi-
kalischen Iustituts zu Konigsberg unter Leitung von Herru Prof. Volkmann
von dem Mechaniker des Instituts Herrn Gross im Laufe des Jahres 1890-
ausgestellt vom Physikalischen Institut der Univ. Kidnigsberg.

Die Maschine, welche in der Sitzung der Physikalisch-6konomischen
Gesellschaft zu Konigsberg im Mai 1891 demonstrirt und zum ersten-
male in den Schriften derselben, Band 32 Sitzungsber. pag. 28, veroffent-

Fig. 1.

licht wurde, hat die Aufgabe, aus den (otwa durch Beobachtung) ge-
gebenen Worten einer willkiirlichen Function y = f (x) die Coéfficienten
threr Fourier'schen Entwickelung zu ermitteln, d. h. die Grissen an, bn
in der Gleichung:

y=ay+4a cos x + b, sinx 48, cos2x 4 b, sin 2x ...
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Es geschieht dieses durch Auswertung der bestimmten Integrale:
2% 2T
an=—:—ff(x)cosnxdx, bn=%ff(x) sin nx dx;

° 0
als specieller Fall tritt die einfache Integration auf bei dem Coéfficienten

1 (7
a0 =2—“ f(x) dx.

0
Zu Beginu ist die Curve, welche die vorgelegte Function darstellt,
auf eine mit Papier beklebte Walze aufzuzeichnen; sodann werden die
Coéfficienten nacheinander bestimmt. Hierbei konnen zwei Processe un-
torschieden werden, welche in praxi gleichzeitig stattfinden: 1) die Con-
struction der Curve z = f(x)cosnx bezw. z = f (x) sinnx aus der

gegebenen Curve y = f(x), 2) die Integration dieser neuen Curve, d.h.
2n
die Auswertung von f zdx. Diejenigen Teile, welche der Construction

o

dienen, liegen vorn, d. h. dem Arbeitenden zugekehrt; (in Figur 1 be-
findet sich die vordere Seite rechts); sie gruppiren sich um eine ver-
ticale Axe, wolche Constructionsaxe gonannt werden soll. Diejenigen
Teile, welche der Integration dienen, liegen um eine hintere, gleichfalls
verticale Axe, die Integrationsaxe (auf der linken Seite der Figur 1).
Ein oben befindlicher Schieber iibernimmt die Vermittelung zwischen den
vorderen und hinteren Teilen. Zur Vorcinfachung der Beschreibung
werden einige unnotige Annahmen iiber Grosse und Lage einzelner Teile
gemacht, auf welche spiiter hingewiesen werden wird.

Consgtruction.

Vergleiche Fig. 2, welohe eine Ansicht von oben darstellt.
C und J sind die Durchstossungspunkte der Constructions- und
Integrationsaxe mit der Ebene der Figur, Die Walze abcd, welche die
gegebene Curve trigt, hat eine Linge von 210 mm und einen Um-
fang von 200 mm, Ihre Axe liegt bei den sogleich zu beschreibenden
Bewegungen stots in derselben horizontalen Ebene und schneidet die
Constructionsaxe. Die Curve ist bezogen auf ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem, dessen y-Axe ef der Walzenaxe parallel und dessen
x-Axe auf einem durch C gehenden Kreise die Walze umliuft. Durch
einen von der Walze wenig abstehenden Faden ef wird die jeweilig
hochste Linie auf der Walze markirt. Der Schnitt P desselben mit der
gegebenen Curve bestiinmt in jedem Augenblicke zu dem in Frage kom-
monden x das zugehorige y = CP. Ein zweiter Faden gh, dicht iiber
dem erston, ist an dem Schieber ghik befestigt. Der Schicber ist nur
in der Richtung CJ beweglich; dieso gibt die z-Richtung der zu con-
struirenden Curve an und zwar sci im Punkte C die z-Coordinate gleich 0.
Ist nun der Winkel ¢ zwischen Walzenaxe und z-Richtung in jedem
Augenblicke gleich nx bezw. nx — } =, wobei n den Index des auszu-
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wertenden  Coefficienten bedeutet, so “wird CQ = f(x) cosnx =z bezw.
CQ = f(x) sin nx =z. Dic Ordinate der zu construirendea Curve ist
also gegeben durch  divjenige Strecke, um welche der Faden gh aus
seiner ,,Null-Stellung* g'h‘ verschoben werden muss, damit er durch den
ausgeschnittenen Curvenpunkt P hindurchgeht.

Fig. 2.

Um dem Winkel ¢ dic verlangte Grosse zu geben, wird die Walze
in zweifacher Weise gedreht; erstens um ihre eigene Axe, so dass x sich
mit der Geschwindigkeit V éndert, zweitens um die Constructionsaxe mit
der Winkelgeschwindigkeit W = nV. V ist proportional mit V*, der Winkel-
geschwindigkeit der Walze bei ihrer Drehung um ihre cigene Axe. Das
Verhiltnis von V und V* hiingt ab von dem Masstab, den man bei der
Zeichoupg der Curve fiir x benutzt. Die Anfangslage der Walze st
parallel oder senkrecht zur z-Richtung, je nachdem es sich um cin Cosinus-
oder Sinus-Glied handelt.

Integration.

Wollte man an dem Schicber einen Zeichenstift —befestigen,
8o wiirde dicser auf einen mit der Geschwindigkeit V' bewegten
Papierstreifen die Curve z = f(x) cos nx bezw. f(xj sin nx aufzcichnen.
Statt dessen wird die Integration direct angeschlossen, indem an Stelle
des fingirten Stiftes ein Integrationsriidchen v angebracht wird, wie es
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von Amsler's Planimeter her bekannt ist. Dieses ist um seine in der
z-Richtung gelegene Axe leicht beweglich. Es rollt auf einer Scheibe
aus Spiegelglas, der Integrationsscheibe, welche um die Integrationsaxe
mit der Winkelgeschwindigkeit UF rotirt. U und V sind einandor propor-
tional. K bedeutet den Beriihrungspunkt des Radumfanges mit der
Scheibe.  Andert sich x um dx, so dreht dic Scheibe sich um den Winkel
Uly dx. Dadurch wird dem Ridchen eine Drchung iibermittelt, welche
proportional ist crstens zu dx, zweitens zu JK, dem Abstande des Riidchens
vom Scheibenmittelpunkte. Es soll angenommen werden, dass r in J be-
rithre, wenn der Faden des Schicbers gh durch C geht. Dann ist
JK = CQ =z; die Drehung des Riidchens wird proportional zu zdx und

2T
seine Gesamtdrehung, wihrend x um 2 = wichst, proportional zufz dx.

o
Um also den Wert des gesuchten Integrales (bis auf cinon Factor, der

besonders bestimmt wird), zu erhalten, hat man nur die Zahl der Um-
drehungen des Integrationsridchens abzulesen, was vermittelst ciner
Teilung auf dem Ridchen und zweier Zihlscheiben bis auf 6 Stellen ge-
schehen kann.

Herstellung des verlangten Verh#ltnisses zwischen
U, Vv, Ww.

Hierzu Fig. 3, welche eine Seitenansicht der vorderen Teile darstellt. Um
die Bedingung W = nV zu erfiillen, ist auf der Walzenaxe ein Stahlrad
mit dem Radius s angebracht. Dieses liegt auf der oberen, ebenen, hori-
zontalen Fliiche eines Eisenringes T auf, der mit der Constructionsaxe
concentrisch ist und sich um diese mit der Winkelgeschwindigkeit R
dreht. Der Abstand des Auflagepunktes von der Constructionsaxe sei
S. Dann wird vermittelst des Rades s der Walze die Rotationsgeschwin-
digkeit V* ertoilt, die der relativen Geschwindigkeit R—W des Ringes in
Bezug auf dic Walzenaxe proportional ist, V' =S8[s (R —W). V’ stcht
in constantem Verhiltnis zu V und zwar withlt man meistens V' = 4V,
Aus der Bedingung W = nV folgt also eine Bedingung fiir das Verhiltnis
von R und W. Dieser in praktischer Weise zu geniigen, war die eigent-
liche Schwierigkeit bei dem Bau der Maschine.

Es sind an der Constructionsaxe 2 verschiedene Systeme beweglicher
Teile zu unterscheiden, ein inmeres und ein dusseres, mit den bez.
Rotationsgeschwindigkeiten W und R. Zu dem inneren gehirt die Walze
mit dem Stahlrad s, die Stahlaxe A und auf dioser befestigt das Rad i,
zu dem Husseren der Ring T, das ,,Ubertragungsrad* O, die Kapsel K,
welchoe r; umschliesst. An K und O ist oin Gebduse H befestigt, in
welches cin Rollenpaar (r;, ry} mit gemecinsamer Axe a eingeschoben
werden kann; ry legt sich gegen r,, r; gegen den feststehenden Klotz G,
der ein Rad rs reprisentirt. In dem Klotz befindet sich die Kernspitze,
auf der die idusseren Teile laufen. Die Spitze der Axe A fiir die inneren
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Teile liegt auf der Basis von K auf. Dem #usseren System wird oun die
Winkelgeschwindigkeit R primdr erteilt. Weil sich ry gegen das feste
Rad r, anlogt, kommt ausserdem eino Drehung des Rollenpaares um die

Axe a mit der Winkelgeschwindigkeit R ? zu Stande. Weil sich ferner

3
r; mit dem beweglichen Rad r; beriihrt, wird diesem und gleichzeitig

dem gesamten inneren System eine Winkelgeschwindigkeit W = ( —:—‘r-‘-‘)R
3Ty

erteilt. Man kaon nun die Grisse von r; und r; so bestimmen, dass das

oben erwihnte Verhiltnis zwischen W und R stattfindet. Die Bestimmung

&

NI

Y

Fig. 3.

fillt verschieden aus fiir die verschiedenen Glieder der Reihe, deshalb ist
dem Gehiiuse H fiir jedes Glied cin neues Rollenpaar einzufiigen. Damit
die Dimensionen aller Rollenpaare in passenden Grenzen bleiben, musste
dem Klotz G cine terassenformige Gestalt gegeben werden, so dass 3 ver-
schiedene Réder r, zur Verfiigung stehen. Die Grisso von ry ist ein fiir
allo Mal fost. Dic Herstellung der Riider wird crleichtert und die Ge-
nauigkeit vergrissert durch den wichtigen Umstand, dass man im Stande
ist, bei gegebonen Radien 1y, 1y, 15, ry das Verhiiltnis W : V innerhalb
gewisser Grenzen beliohig zu variiren und somit auf den erforderlichen
Wert n zu bringen, dadurch, dass man den Ahstand 8 des Rades s
von der Constructionsaxe veriindert, indem man die Walze mittelst der
Mikrometerschraube M in Richtung ihrer Axe verschiebt.
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Ausserdem war verlangt, dass die Winkelgeschwindigkeit O der
Integrationsscheibe proportional sei zu V oder, wass dasselbe ist, zu R.
Um dieses zu erreichen, ist an der lutegrationsaxe ein Rad, das ,zweite
Ubertragungsrad* befestigt, welches sich gegen das erste Ubertragungsrad
O anlegt. Dann verhalten sich U und R wie die Radien der Uber-
tragungsriider.

Bei siimtlichen Geschwindigkeitsiibertragungen, von denen die Rede
war, kommen Reibungsrider und nicht Zahnrider zur Anwendung.
Zahnrider, welche ebenso genau arbeiten, wie gedrehte Reibungsriider,
wiirden ausserordentlich kostbar sein und héchst wahrscheinlich ihre Ge-
nauigkeit bald einbiissen. Andererseits wurde vor der Anwendung der
Reibungsriider festgestellt, dass dicselben tadellos functioniren, wenn
1. der Druck, mit dem sie aneinandergepresst werden, geniigend gross
und 2. der Widerstand, der sich ihrer Bewegung entgegensetzt, geniigend
klein ist. Diesen Bedingungen musste iiberall Rechnung getragen werden.
So werden die beiden Ubertragungsriider durch eine Feder aneinander-
gepresst; eine andere Feder driickt das Rollenpaar (rs, r;) gegen die
Rider r,, r,. Die zweite Bedingung eines geringen Widerstandes wird
bei dor Genauigkeit, mit welcher die Maschine gearbeitet und justirt ist,
und der geringen Geschwindigkeit, mit welcher sie gedreht wird, von
selbst erfiillt.

Gebrauch der Maschine.

Zur Orientirung dient Figur 4. Auf derselben erblickt man
links ein Uhrwerk mit Gewichten, welches die Maschine in Bewegung
setzt. Zwar ist eine gleichmissige Geschwindigkeit der Bewcgung
theorotisch  picht erforderlich, da immer nur die Verhiltnisse
von Geschwindigkeiten in Frage kommen, aber praktisch dennoch wiin-
schenswert, weil die schweren Metallmassen zu triige sind, um plotzliche
Geschwindigkeitsinderungen fehlerfroi mitzumachen. Der Arbeitende be-
findet sich nicht unmittelbar an der Maschine, sondern beobachtet durch
ein Ferorohr in der Eutfernung von 3 m. Hierdurch wird einmal die
Bequemlichkeit ausserordentlich vermehrt, andererseits werden parallaktische
Fehler bei der Einstellung des Schiebers vermieden. Uber dem Faden
des Schiebers befindet sich ein Spiegel, in welchem der Beobachter das
Bild der Walze und der beiden Fiiden erblickt. Seine Aufgabe ist es,
den Schnittpunkt der Fiden bestindig auf die Curve einzustellen. Zu
diesem Zwecke dreht er mit seiner Rechten eine Kurbel, durch die ver-
mittolst einer Uebertragungsstange und einer Schranbe der Schieber be-
wegt wird. Eine Schnur zu sciner Linken fiihrt zu einer Bromse des
Uhrwerks. Durch dicse kann das Uhrwerk angehalten oder sein Gang
verlangsamt werden. Das letztere ist wichtig, wenn die Curve sehr steile
Partien hat oder gar unstetig verliduft, so dass es bei unverminderter
Geschwindigkeit derselben zu folgen schwierig bez. unmoglich wiire.

Als ein Vorzug der Maschine darf es angesehen werden, dass die
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I. Abteilung,

Aufzeichnung der Curve mit der Maschine selbst geschehen kann, ohne
dass es notig wiire, neue Hilfsmittel zu benutzen. Zu diesem Zwecke
wird die Walze in der Z-Richtung festgestellt, in gleicher Richtung ein
Masstab an dem Gestell der Maschine avgebracht. Auf dem Schieber
befindet sich eine Marke, welche sich gegen den Masstab anlegt; man
stellt mit dieser die Y-Coordinate des zu zeichnenden Curvenpuanktes ein.
Fiir die Einstellung der X-Coordinate wird das Ubertragungsrad O benutzt,
auf dem eine Teilung angebracht ist. Dreht man dieses um cinen Scalen-
teil vorwiirts, so bowegt sich die Walze um cin bestimmtes entsprechendes
Stick. Der an dem Schicher befestigte Zeichenstift ist -cigentiimlich
construirt. Er ist in ciner Hiilse drchbar und wird durch eine Feder
von der Walze abgehoben. Will man cinen Curvenpunkt markiren, so
driickt man den Stift herunter und erteilt ihm eine Rotation um scine

|
{
f
/

Fig. 4.

Axe, Fr wird im Allgemeinen ecinen kleinen Kreis zeichnen, dessen
-Mittelpunkt in jedem Falle den richtigen Punkt darstellt. Auf diese
Weise werden Fehler wegen  excentrischer Lage des Stiftes oder un-
gleichmiissiger  Abnutzung  der Spitze miihelos vermieden. Mehr noch
wiirden ins Gewicht fallen Fehler, welche durch Verzerrung oder Ver-
biegung des Papiers hervorgerufen werden miissten, wenn man die Zeich-
nung etwa auf dem Reisbrette ausfihren und das Papier nachtriglich
auf dic Walze bringen wollte. Diese sind bei der beschriebenen Methode
von vorn herein ausgeschlossen.
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Ist die Curve aufgezeichnet, so kann man zur Coéfficientenberechnung
schreiten. Man setzt zuniichst das zu dem betreffenden Gliede gehorige
Rollenpaar ein, giebt der Mikrometerschraube die entsprechende ein fir
alle Mal bestimmte Stellung, regulirt die Anfangslage der Walze und
zwar in verschiedener Weise, je nachdem ein Sinus- oder Cosinusglied
berechnet werden soll; endlich liest man die Stellung des Integrations-
riidchens vor und nach der Integration ab; die Differenz der Ablesung
ergibt bis auf einen Factor den gesuchten Coéfficienten.

Was die Justirung betrifft, so ist es nur nitig, die folgénden 3 Axen:
die Integrationsaxe, die Drehungsaxe des oben beschriebenen fusseren
und die des inneren Systemes parallel zu stellen, die beiden letzteren
Axen zu centriren und die Schienen zu reguliren, zwischen denen der
8chieber gleitet. Dagegen ist es z. B. nicht nitig, dass dic Axe der
Walze und der Kreis y = o, wie der Eiufachheit der Beschreibung
wegen angenommen wurde, durch die Constructionsaxe hindurchgeht, ein
Umstand, welcher bei der Einrichtung der Mikrometerschraube benutat
ist; auch ist die genaue Lagerung des Planimetorriidchens gleichgiiltig.

Um von der Genauigkeit ein richtiges Bild zu erhalten, fasse man die
Integrationszahlen geometrisch als Amplitaden der betreffonden Sinus-
(Cosinus-) Function auf. Sie lassen sich dann in Millimetern angeben
und zwar liegt ihr Wert bei den Dimensionen der Maschine zwischen O
und 100 mm. Der Fehler ist dabei stets kleiner als /1omm. Eine
etwaige Ungenauigkeit in der Bowegung des Riiderwerkes ist an cinem
Teilkreise zu erkeonen. Dieselbe wird durch Interpolation zwischen
2 Beobachtungen leicht herausgeschafft.

Unterschiede mit Sir W. Thomson's Harmonic Analyser.

Dieselben bestehen hauptsiichlich in folgenden Punkten: a) Wiihrend
bei dieser Maschine dic einzelnen Glieder nacheinander berechnet werden,
liofert die Thomson’sche Maschine die Cocfficienten gleichzeitig. Der
dadurch erzielten grisseren Schoelligkeit steht allevdings eine bedeutende
Complication des Baues gegeniiber. Denn es sind dort gewissermassen
80 viel besondere Integrirmaschinen nebeneinander gesctzt, als Coefficienten
bestimmt werden sollen. b) Thomson wendet die Cylinder-Kugel-Integra-
toren J. Thomsons und nicht das Planimeterradchen an, weil das Gleiten
des Riidchens in der zu seiner Ebene senkrechten Richtung zu Fehlern
Veranlassung gobe. Die hier benutzte Einrichtung wird von diesem Vor-
wurf wohl nicht getroffen, weil die gloitende Bewegung des Riidchens
gegen die rollende bedeutend zuriicktritt, was durch passende Wahl des
Durchmessers der Ubertragungsrider moglich war. ¢) Thomsons Analysator
wertet die Glieder bis zu n = 3 aus, hier ist diese Beschriinkung bei
Herstellung der nétigen Rollenpaare nicht vorbanden. d) Thomson benutzt
bei Geschwindigkeitsiibertragungen Zahnriider, hier sind principiell

Reibungsriider cingefithrt worden.
(A. Sommorfeld.)
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Zum Instrument von Sommerfeld und Wiechert.*

Dies Instrument untorscheidet sich wesentlich von den bisher be-
schrichenen. Die Integration wird durch eine Amsler’sche Registrirrolle
bowirkt, welche auf einer geschliffenen Glasplatte lifnft. Zugleich ist das
Gleiten dieser Rolle moglichst vermindert. Der von Sir Wm, Thomson
geriigte Fehler dieser Rollen wird jedenfalls nur sehr gering sein.

Die Curve y = f(x) ist auf einen Cylinder verzeichnet. Die Zer-
legung von y geschicht hier nicht durch eine harmonische Bewegung,
sondern dadurch, dass sich der Cylinder wihrend einer Umdrohung um
seine Axe zugleich um eine zur letzteren senkrechte Axe dreht.

Das sinnreiche, vorstehend genau beschriebene Instrument wird un-
zweifelhaft grosse Genauigkeit geben. Es erfordert aber fir jeden
Coefficienten A, und B, ein besonderes Durchlaufen der Curve. Dieses
diirfto fiir eino specielle Untersuchung im physikalischen Laboratorium
von geringer Bedeutung scin. Handelt es sich aber darum, eine grosse
Anzabhl von Curven zu analysiren, so ist dies ein wesentlicher Nach-
teil. Im meteorologischen Institut in London sind fir den Zeitraum
von zwolf Jahren die tiglichen barometrischen und thermometrischen
Curven analysirt und zwar bis zu den Gliedern n = 3. Mit dom
Instrumente von Sommerfeld und Wiechert wiire also die Arbeit sieben-
mal so gross.

Es mag hier noch bemerkt sein, dass Thomson's Analysator, wie er
in der Metereological Office ausgefiihrt ist, Vorrichtungen besitzt, um
durch Einschalten von Ridern auch hohere Coefficionten als die fiir n =3
zu bestimmen.

Im Vergleich mit den von mir (Nr. 90) angegebenen Analysatoren,
die allerdings nur im ersten Modell hergestellt sind, ist hervorzuheben,
dass mein Bestreben dahin ging, ein Instrument zu schaffon, welches
billig, transportabel und leicht zu handhaben ist, welches also namentlich
fiir tochnische Zwocke dienlich wiire, wo es auf #usserste Genauigkeit
nicht ankommt. In dieser Beziehung diirfte die Construction von
‘Wm. Sharp sich besonders auszeichnen, welche ich in kurzer Zeit aus-
gefiihrt zu sehen hoffe. Es wird in Grosse und Handlichkeit einem
Amsler’schen Integrator oder einem Coradi'schen Intographen gleich-
kommen und wie diese auf das Reissbrett gelegt, auf dem die Curve
gezeichnet ist. i

An Genanigkeit wird es aber wohl von dem Instrumente von Sommer-
feld und Wiechert erheblich iibertroffen werden.

(0. Henrici.)

*) Wir schalten hier cine uns von Herrn Henrici im Nachtrag zu seinem

im I Teile des Kataloges veriffentlichten Aufsatze zugehende Note ein,

Die Redaction.
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92 Integrator zur numerischem Auswertung des elektromagnetischen
Punkt-Potentials, von stud. phys. ). Schiitz in Miinchen.

Sei mit 8 irgend eine geschlossene Strombahn, mit P ein Punkt
ausserhalb derselben und mit V das magnetische Potential eines die
Strombahn 8 mit der Intensitit 1 durchfliessenden elektrischen Stromes
im Pankte P hezeichnet, so ist V = k®, wo k eine Constante, und
@ ein Integral bedeutet, dessen analytische Auswertung uunr in ver-
einzelten speciellen Fillen mdglich ist. Doch hat dieses Integral he-
kanntlich eine sehr einfache geometrische Bedeutung; legt man niimlich
durch den Punkt P und irgend einen Punkt A der Strombahn eine
Gerade PA, und lisst diese lings der Leitlinie 8 einen Kegelmantel
erzeugen, 8o schneidet dieser aus einer um den Punkt P mit dem
Radius 1 geschlagenen Kugeloberfliche eine Calotte heraus, deren
Flicheninhalt dem ® proportional, oder — bei passender Wahl der
Constanten k — geradezu gleich ist.

Sei B ein dem Punkte A unendlich benachbarter Punki auf 8,
ferner PM eine ganz beliebig durch P gelegte feste Gerade, so werden
die drei Geraden PM, PA und PB die oben definirte Einheits - Kagel-
oberfliche in drei Puukten M’; A’, B’ durchstossen, welclie ein sphiirisches
Dreieck von der Grosse AP = pda bestimmen, wenn da der Winkel
ist, den dic Ebenen PMA und PMB einschliessen und p die Projection
des Kreisbogens M'A‘ auf PM ist. Die gesamte Calotte wird so-
mit sein: '

2w
¢ = | pda,
o

wobei p im Allgemeinen von Punkt zu Punkt variirt. Fs sei noch der
Fusspunkt der Projection der PA’ anf PM’' mit N bezeichnet, so dass
p = M'N ist. Beim vorliegenden Apparate nun ist PA‘ die optische
Axe eines Fernrohres; PM’ ist die Axe eines cylindrirchen Stabes; in
einer spangenartigen Durchbrechung dieses Stabes ruht das Fernrohr
80, dass es in der Ebene M'‘PA’ um den Punkt P drehbar ist. Das
Fernrohr, beziehungsweise eine halbhiilsenformige Verliingerung des-
selben trigt im Ponkte A’ ein Stibchen A’N. Der S8tab PM’ triigt eine
auf ihm verschiebbare Kreisscheibe, deren Ebene normal auf PM‘ steht.
An dieselbe ist moglichst nahe ihrem Mittelpunkte ein Rbhrchen ange-
1otet. Durch dieses Rohrchen nun jist das Stidbchen A‘N hindurch-
gesteckt. Letzteres ist somit gezwungen, bei jeder Lage des Fernrohres
normal zur Axe PM' zu bleiben. Genaun unterhalb M’ befindet sich
eine zweite horizontale Kreisscheibe derart, dass sich die oben er-
wihnte verticale Scheibe auf ihr mit Friction bewegt. Diese Scheiben-
vorrichtung, welcha der Verfertiger auf eine im math. Seminar der
Herren Proff. Dyck und Finsterwalder erhaltene Anregung hin getroffen, ge-
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1. Abteilung.

stattet, das Resultat direct, ohne Verwendung eines eigenen Plani-
meters, abzulesen. Hiezu braucht nur die horizontale Scheibe mit eiver
Einteilung und einem fixen Zeiger versehen zn sein, Man justirt den
Apparat so, dass der Durchschnittspnnkt des Ocular-Fadenkreuzes mit
dem Aufpunkte P zusammenfillt. Hierauf sucht man mittelst des
Fernrohres die ganze Strombahn 8 ab. Unsicherheit in der Fithrung
des Fernrohres hat auf dus Resultat keinen Einfluss. War zu Apfung
der Zeiger aul O gestellt, so zeigt er zum Schiusse die Zahl an, welche
dem Werte ® zukommt.

(3. Schiitz)

Modell des Reitz'sehen Ebbe- und Flutintegrators, ausgestellt von der
Seewarte Hamburg, Director Geh., Adm. Rat Neumayer

Dicser Integrator ist auf Helgoland, in Cadix und Marseille in Th'zitigkeit.
Das Modell besitzt keine Vorrichtung zum Registriren der Fluter-
scheinungen.

Modell fiir das Prineip des Seeweg-Integrators, construitt von Reitz
in Hamburg, berechnet und ausgestellt von Prof. H. Schubert, Johanneum
Hamburg.

Eine Beschreibung befindet sich beim Modell.




IL. Abteilung.

Geometrie.

H. Zeichenapparate.

95 Teilungsmasstab, D. R.-P. Nr. 55912, Zuosatz 2726, von Fr. Adami in
Bayreuth, ausgestellt von J. Friedmann, Bayreuth.

Das Tostrument ist in erster Linie zum Teilen von Strecken be-
stimmt, kann aber in gewissem Umfange auch als Masstab, Winkel-
messer, Lineal und Zirkel beniitzt werden.

Die Einrichtung und der Gebrauch beim Teilen einer gegebenen
Strecke in eine Anzahl gleicher Teile erhellen auns obiger Abbildung.
Eine auf der Mittellinie der Parallelogramme augebrachte Scala mit
Nonins dient zumm Ablesen der Linge irgend einer zwischen die End-
spitzen gefassten Strecke. Mit einer der beiden Fiithrungsstangen ist

ein Transporteur verbunden.
(F. Adami.)

96 Zirkelelnsatz fiir Winkeldrittelung und Winkelconstruetion, von
Hauptmann Hermes in Berlin, ausgefiihrt in der Fabrik mathematischer
Instrumente von C. Riefler, Miinchen, Nesselwang.

Die Vorrichtung, Fig. 1, besteht aus dem Einsatzstiick DE, welches
zam Einsetzen in einen Zirkel dient und dem Gabelstiick BC. Letzteres
ist mit dem Einsatzstiick bei E durch einen Stift derart verbunden,
dass die Spitzen B und C bei jeder Offnung des Zirkels (durch Auf-
stellen auf das Papier) mit der Zirkelspitze A in eine gerade Linie ge-
bracht werden konnen.

15
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Um einen beliebigen, unter 120 Grad betragenden Winkel NAP zu
dritteln (Fig. 2), trigt map aof dem Schenkel AN die Entfernung BC
des Instrumentes gleich AM ab, schligt mit AM um M einen Kreis, bezw.
Bogen und zieht MQ parallel AP. Dann setzt man die Zirkelspitze A

s .
Fig. 1. Fig. 2.
in A ein und hewegt das Gabelstiick schleppend mit der Spitze C anf
MQ, bis die Spitze B anf dem Kreisumfinge steht. AC ist dann die

Drittelungslinie des Winkels NAP,
Beweis. Man ziehe den Halbmesser MB, dann ist

<L PAC = ACM = CMB = } MBA = } MAC
oder = 3} NAP.

(Hermes.)

97 Zirkel mit vier Spitzen nach Fiorini-Vergnano, ausgestellt von Ingenieur
P. Fiorini, Turin.

98 Zwel Zeichenapparate, Fernpunktlineal und Grosskreiszirkel, von
H. Wiener, Privatdoc., Univ. Halle a. 8.
1. Fernpunktlineal.
Tost die Aufgabe: Nach dem unerreichbaren Schnittpunkte zweier
gegebener Geraden sollen durch gegebene Punkte Gerade gelegt werden.
2. Grosskreiszirkel.
List Aufgaben, wie:
Durch drei gegebene Punkte soll ein Kreis gelegt werden, wenn auch
der Mittelpunkt unzugiinglich ist.
Durch zwei gegebene Punkte ist ein Kreis von gegebenem sehr

grossen Radius zu zeichnen.
(H. Wiener.)
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Perspectivlineal (Fluchtpunktschiene), construirt vom Aussteller im
Jahre 1890, hergestellt von der Firma J. Schréder in Darmstadt. Prof.
Mehmke, techn. Hocbschule Darmstadt.

Dieses Instrument dient zum Ziehen gerader Linien nach ausserhalb
der Zeichenfliiche liegenden, nicht mit dem Linenl erreichbaren Punkten
und bildet eine nemne Form des bereits vor dem Jahre 1814 von Peter
Nichelson erfundenen ,,Centrolineals*, das von Streckfuss wieder gefunden
und 1865 von iim unter dem Namen ,,Fluchtpunktschiene* beschrieben
worden ist. Es beruht auf dem Satze, dass, wenn in der Ebene zwei
von drei sich in einem P’unkte schneidenden, starr mit eibander ver-
bundenen, bewegten Geraden durch feste Punkte gehen, auch die dritte
durch einen festen Punkt liuft und besteht demgemiiss aus drei durch
einen Bolzen verbundenen und um diesen drehbaren Linealen, der
Zeichenschiene und zwei Leitschienen, welche mittelst einer Fliigel-
schraube gegenseitig festgestellt werden kdnnen.

Neu ist an dieser Construction: 1) dass die festen Stiitzpunkte der
Leitschienen nicht durch leicht sich verbiegende Nadein oder diinne
Stifte, sondern durch Messingcylinder von 1 cm Durchmesser dargestellt
und dementsprechend znr Wahrung der geometrischen Richtigkeit die
Kaoten der Leitschienen um 0,5 cm parallel verlegt sind; 2) dass nach
dem Ubergang von einem rechts liegenden nuzugiinglichen Punkte zu
einem links liegenden oder umgekehrt durch eine bequem ausfithrbare
Umstellung die nun obhen liegende Kante der Zeichenschiene Zeichen-
kante wird (d. h. durch die Axe des Bolzens geht), was dadurch er-
reicht ist, dass der Bolzen nach dem Lodsen der Fliigelschraube durch
einen Schlitz im Kopfe der Zeichenschiene aus der ersten Lage in eine
zweite gebracht werden kann, wobei die beiden Kanten der Zeichen-
schiene ihre Rollen vertauschen; 3) dass es durch Anbringung von
Teilungen an den Kanten der Zcichenschiene ermiglicht ist, das In-
strument. unnittelbar anf einen unzuginglichen Punkt einzustellen, der
in bekannter Richtung und Entfernung von irgend einem Punkte der
Zeichenfliche sich befindet.

(Mehmke.)

Ellipsenzirkel, nach Angabe von Prof, K. Rbhn, a. d. techn. Hoch-
schule Dresden,

Derselbe beruht darsuf, dass eine Strecke sich mit ihren Endpunkten
auf zwei senkrechten Geraden bewegt,  Statt der Punkte sind grosse
Kreisscheiben benutzt, die in zu cinander rechtwinkligen Rahmeon gefithrt
weraen,

Zwei Ellipsographen von P. C. Braun S. J. in Mariaschein (Ungarn),
verfertigt und ausgestellt von A, Kreldl, Fabrik physikalischer Apparate
in Prag.
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Der Ellipsograph, welcher in Fig. A in einer einfacheren, in B in der
vollkommeneren Form dargestellt ist, besteht im Wesentlichen aus cinem
centralen Stinder S, mit der
Axe C und einem um diesen
beweglichen kuieformigen Fiihr-
ungsarm Cge, dessen  Knie-
winkel durch eine im Knie
angebrachte Klemmschraube auf
eine bestimmte Grosse einge-
stellt werden kann. Concentrisch
zu C und am Stdnder fest, sitat
¢in Rad (oder Scheibe) R und
centrisch zu ¢ ein Rédchen 1,
deren Halbmesser genau im
Verhiltnis 2:1 stehen. Das Ridchen r sitst fost auf einer, durch den
Fiihrungsarm gc¢ hindurchgehenden  drehbaren Axe, die unterhalb des
lotzteren die Zeichenvorrichtung triigt. Diese besteht zuniichst aus oiner
linglichen, rechtwinkligen Platte, welche an derselben Axe ¢ festgenietet
ist und ein Hohlprisma von rechteckigem Querschnitt triigt, in welchem
das den Zeichenstift tragende Stibehen verschoben und in geeigneter Ent-
fernung festgeklemmt werden kann.

Die heiden Riider (hezw. Scheiben) R und r stehen so in einer me-
chanischen Verbindung, dass die Drehung des einen auf dem anderen fort-
geleitet wird. Diese Verbindung ist in Fig. A durch eine gecignete Kette
pewirkt, welche iiber das Knic ¢ geleitet wird. In Fig. B erscheint die er-
forderliche Verbindung durch Zahnridder hergestellt.

Dass bei dieser Verbindung der Zeichenstift cine Ellipse beschreibt,
folgt entweder aus bekannten Siitzen iiber die Bewegung der Ebenen des
grossen und kleinen Cardankreises gegeneinander , kann aber in elemen-

tarer Weise auch aus Fol-
gendem entnommen werden
(Vergl. die Hilfsfigur). Wird
der (knieformige) Zeichen-
arm Cc mit dem Stifthebel
ek aus der Anfangsposition
um den Winkel a gedreht,
so hat sich der Stifthebel ¢k,
vermige der oben beschricbenen Ubertragung der Drehung in entgegen-
gesotzter Richtung um § = 2a gedreht,  Es ist somit die Ordinate uk =
(Cet — ¢’k sine, withrend die Kreisordinate uk’ = (Ce' 4 ¢'K) sina ist,
o dass beide Ordinaten, wie nachzuweisen war, ein constantes Verhiiltnis
hahen.  (Man vergl. hiczu auch den unter Kivnematik in Abteilung IIT
ausgestellten, auf demselben geometrischen  Princip beruhenden, jedoch
anders ausgefiihrten Ellipsographen von Slaby.) (P. C. Braun.)

~
A\
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102 Kegelschnittzirkel, nach Angabe von Oberlehrer Hildebrandt, Braunschweig
(D. R. P. 56560) ausgefithrt und ausgestellt von 0. Giinther, Mecchaniker
.an der techn. Hochschulo zu Braunschwoig,

Dor Kegelschoittzirkel von Dr. Hildobrandt beruht auf dem Dandolin’-
schen Satze:

wSchneidet man ecinen Umdrehungskegel durch eine Ebene und con-
struirt diejenigen beiden Kugeln, welche Kegel und Ebene zugleich be-
rithren, so sind die Punkte, in denen die Ebeno von den Kugeln beriihrt
wird, dic Brenopunkte des betreffenden Kegelschnittes.*

Die schncidende Ebene wird vom Zeichnungsblatt dargestellt, der
Kegel vom Instrument dadurch erzeugt, dass um eine feste Axe ein
stabformiger, in einer Hiilse verschiebbarer, und durch sein Gewicht
immer auf der Zeichenebene aufsitzender Zeichenstift in constanter Neigung
zur Axe rotirt. Die Kegelaxe selbst ist um cinen mit dem Fusse des
Instrumentes fest verbundenen Punkt in einer Ebene verstellbar und

triigt in unveriinderlichem Abstand ein mit Fixirschraube verschenes Hohbl-
prisma, durch welches ein wieder verstellbarer, kreisbogenformiger, mit
Gradteilung versehener Bigel Liuft, der tangentiell die Hiilse des Zeichen-
stifts triigt.  Durch Combination der Moglichkeiten, die Axenrichtung und
den am Biigel ablesbaren Axenwinkel zu veriindern, kann man schliesslich
jeden gewiinschten Kegelschnitt innerhalh gewisser, durch das Modell ge-
gebener Dimensionen hervorbringen.  Der Abstand des Justirpunktes der
Kegelaxe ist so gewihlt, dass dessen am Fusse markirte Projection den
einen Brennpunkt des zu zeichnenden Kegelschnitts sofort darstelit. Man
vergl. im Ubrigen den dem Modelle beigegebenen Prospect. Der Preis
des Instrumentes betriigt 36 Mk. (Kleiber.)
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il Abteilung.

Elliptograph nach Burstow, ausgefiilirt und ausgestellt von W, F. Stanley,
London.

Diesoer Ellipsograph beruht auf ciner Ausfihrung des folgenden Ge-
dankens: Ist OA ein um O in Beweguug befindliches Glied, und zieht
man jeweils durch den Fusspunkt A’ der von A auf eine durch O ge-
zogeno Axe gofillten Scnkrechten zu OA parallel eine Linie A’E von
fest gowidhlter Linge, so beschreibt E cine Ellipse.

Der Fusspunkt A’ wird in bekaunter Weise dadurch erhalten, dass
man ein in A befestigtes erstes Hilfsglied AB mit dem Eude B und ein
um den Mittelpunkt C von A B drehbares zweites Hiltsglied CA* von der
Lingo /s AB 